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离散 数学 是 研究 高 散 量 的 结构 及 相互 关系 的 数学 学 科 , 是 现 
代数 学 的 一 个 时 要 分 支 , 它 在 计算 机 科学 与 技术 领域 中 有 着 广泛 
的 应 用 -因此 ,离散 数学 是 计算 视 专 业 学 生 的 一 门 极为 重要 的 专业 
基础 课程 .通过 本 课程 的 学 习 , 可 以 使 学 生 掌握 处 理 离散 结构 的 描 
述 工 具 与 方法 ,并 能 培养 学 生 的 抽象 恩 维 和 严格 的 逻辑 推理 能 力 。 

一 般 说 来 ,离散 数学 包含 数理 去 竹 、 集 合 论 .图 论 , 代 致 结构 、 
组 合 数 学 等 内 容 . 我 们 将 以 上 内 容 分 成 
数理 逻辑 ,第 二 分 册 为 集合 论 与 图 论 ,第 三 分 册 为 代数 结构 与 组 合 
数学 .本 套 教材 体系 严 盈 ,内容 丰富, 配 有 大 量 的 例题 与 习题 ,并 与 
计算 机 科学 的 理论 与 实践 紧密 结合 , 它 适用 于 计算 机 及 相关 专业 
的 本 科 生 或 研究 生 , 也 可 供 计算 机 专业 科技 人 员 使 用 或 参考 。 

本 书 为 第 二 分 册 , 即 集合 论 与 图 论 部 分 .该 分 册 系 统 介绍 了 梓 
素 集 全 论 与 图 论 的 基本 内 容 , 第 一 章 到 第 六 章 的 内 容 分 别 为 集合 、 
二 元 关系 \ 函 数 .自然数 、 基 数 .序数 ,其 中 序数 部 分 打 了 * 号 ,不 做 
为 基本 要 求 , 只 供 参考 。 第 七 章 到 第 十 四 章 的 内 容 分 别 为 图 、 欧 拉 
MARERE A ARERR OEE ANRE EARS 
独立 集 , 带 权 图 及 其 应 用 。 第 十 四 章 的 内 容 可 分 到 相关 盗 节 讲 解 ， 
也 可 以 最 后 统一 讲解 

作者 在 编写 本 书 过 程 中 参阅 了 多 种 离散 数学 教材 及 有 关 资 
料 , 在 此 向 有 有 关 作者 们 表 未 囊 心 的 感谢 。 

在 这 里 ,我 们 还 要 特别 感谢 北大 出 版 社 和 北大 计算 机 系 的 领 
导 , 他 们 对 本 套 教材 的 出 版 给 予 了 大 力 支 持 与 帮助 。 

最 后 ,我 们 诚 妨 地 期 待 读者 对 本 套 教 材 提出 宝贵 意见 。 
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§ 1.1 集合 的 概念 及 集合 之 间 的 关系 


自从 19 世纪 林 鞭 名 的 德国 数学 家 康 托 (G. Cantor 1845 一 
1918) 为 集合 论 做 葛 基 工作 以 来 ,集合 论 在 一 百 多 年 的 时 间 蛙 ,已 
经 成 为 数学 中 不 可 缺少 的 基本 的 描述 工具 ,集合 已 成 了 数学 中 最 
为 基本 的 概念 . 

合 论 分 为 两 种 体系 ,一 种 是 朴素 集合 论 体系 ,也 称 为 康 托 集 
合 论 体系 ; 另 一 种 是 公理 集合 论 体系 ,本 他 不 讨论 公理 集合 论 体 
系 , 在 前 6 章 介 绍 的 足 朴 束 集 合 论 体 系 中 的 主要 内 容 . 在 朴素 集合 
论 体 系 中 ,有 些 概 念 .特别 是 关于 集合 的 慨 念 荐 不 能 精确 定义 的 . 
我 们 不 给 集合 上 严格 定义 ,这 丝 尝 不 会 影响 对 集合 的 理解 . 

一 般 地 ,人 们 用 大 写 英文 字母 4,B.C,… 表 示 集 合 . 用 小 写 英 
广 字 尽 ape 表示 集合 中 的 元 索 . HJ a € A Ra J A WJ G 
素 , 读 年 “属于 4, 而 用 a 苹 人 表示 <“ 不足 4 中 的 元 素 . 读 作 ” 不 
属于 A. 一: 般 用 两 种 方法 去 示 集 合 . 

列举 法 : 列 出 集合 中 的 全 体 元素, 元 素 之 间 用 逗号 分 并 .然后 
用 花 括号 插 起 米 , 设 4 是 由 z.b.c d 为 元 素 的 集合 ,RB 是 止 假 数 
REM AS labed} B= 12,4.6.1 1. 

描述 法 :用 谓词 P(c) 表 示 共有 性 质 王 , 用 {ziPGCc)i 表 示 具 
THER P 的 集合 , 例 旭 ,PiGr):r EELEE, PO y 是 十进制 
KEM C= rP aD (yl PON 分 别 表示 26 个 英文 字母 
集合 和 10 个 十 进 制 数字 集合 . 
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对 于 集合 的 表示 法 应 该 注意 以 下 用 点 : 

G) 集合 中 的 元 素 是 各 不 相同 的 . 

D 集合 中 的 元 素 不 规定 顺序 . 

《3) 集合 的 两 种 表 赤 法 有 了 时 是 可 以 妃 相 转化 的 . 例如 列举 法 
中 的 可 用 描述 法 表示 为 B 一 {x17 之 0 E z 为 偶数 } 或 {x1x 一 
2(& 十 1) 为 非 负 整数 }. 

为 方便 起 见 , 本 书 中 指定 N,Z,Q,R,C 分 别 表示 自然 数 集 合 
( 含 0), 穆 数 集合 ,有 型 数 集合 .实数 集合 和 复数 集合 . 有 了 这 个 规 
定之 后 ,列举 法 中 的 BP 义 可 表示 为 {z!1rEN H.x WE 0 偶数 } ,或 
Ir|;=2G4 DB e€ N). HET ER T ñ BJ riks AE < 
活 多 变 的 .当然 要 注意 准确 性 和 简洁 性 .下 面 讨论 集合 之 癌 的 关 


= 
系 . 


ELLI 没 A,B 为 二 集合 . 苟 吕 中 的 每 个 多 素 剖 是 4 中 的 
TE NPB 是 4 的 子 集 ,也 称 4 包 含有 或 万 含 于 有 4, 记 作 BS 
A. HEIER JJ 

BC A<=>V z(r€ B— z € A). 
若 互 不 是 4 的 子 集 . 则 记 作 BB 和 EA, 其 符号 化 形式 为 
BAJ rtrE BA z& A). 

i A= labe) B= lab. dy.C= laib) W AEBCEA,C 
EB. 

定义 1.2 ÚW A,B UU Atu B PB. B 包含 4, 则 称 
A 与 8B 相等 , 记 作 A4 一 B. 即 

A=B<>V (rE A+*rE RB). 

设 A= {2i B= {1.4 C= {rlr -57+ 4=0).D= ire 为 
BKO JI ASDP H BSC. 

设 4.B,C 为 3 个 集合 ,容易 证 明 下 面 3 CARRA: 

(1) ASA; 

(2) # ATB B A= B. BS. A: 

(3) # AC. B R BTC Wl ACC. 


定义 1.3 ABATRE E A S BATRA 4 地 五 , 则 

称 人 为 吾 的 真子 集 RE B E€ A, iB fF AC B. 即 
AC B<=>AC BAAB. 
FATRE BHETEIN ALB, RAF [ky 2:29 
ATB] r(rE AArE B) V A=B). 

W ABC 为 3 个 集合 ,从 定义 不 难看 出 下 面 3 个 命题 为 真 : 

(D) AZA; 

(2) # ACB, 则 BZ A; 

(3) 苦 AC B H BCC, 则 ACC. 

定义 1.4 不 拥有 任何 元 素 的 集合 称 为 空 集 合 , 简 称 为 空 集 ， 
wD. 
{7lr 十 1 一 0AzERl zy)lzTy<<OAzyyEeR) 都 是 空 集 . 

定理 1. 1 空 集 晨 一 切 集合 的 子 集 . 

证 明 ”只 要 证 明 , 对 于 任意 的 集合 4, 均 有 人 三 4 成立 , 即 证 
明 Y xCrEG 一 .rE 4) 为 真 .这 基 显然 的 1 上 

推论 ” 空 集 尽 叭 一 的 . 

证 明 设 驻 , 与 和 ,都 昆 室 集 , 出 定理 1.1 可 知 

DIED AG... 

F DSD 1 

由 推论 可 知 , 空 集 无 论 以 什么 形式 出 现 , 它 们 都 是 相等 的 . 


加 


而 


dr|rÆr} = {r| += 0ALER)]= Ø. 

Je D fE ri f fE. MADELLA TAE Rik: 2 
是 "最 小 "的 集合 . 有 无 最 大 的 集合 呢 ? 回答 是 否定 的 ,但 当 讨论 某 
具体 问题 时 ,可 以 定义 一 个 具有 相对 性 的 “最 大 ”集合 . 

定义 1.5 如 果 限 定 所 讨论 的 集合 部 是 基 一 集合 的 子 集 , 则 
称 该 集合 为 金 集 , 常 记 为 E. 


D PEATE. I B “ugh”. 


从 定义 可 以 看 出 .全集 的 概念 具有 相对 性 . 例如 , 当 我 们 讨论 
《ab) 区 间 上 实数 的 性 质 时 ,可 将 (ay 的 取 为 全 集 , 当 讨论 [0, 十 <) 
上 实数 性 质 时 ,可 和 将 [0o, 十 cc 区 间 取 成 全 集 . 这 说 明 全 集 是 根据 具 
体 情 况 而 决定 的 ,因而 共存 相对 性 ， 

叉 窜 易 发 现 ,根据 某 一 具体 情况 定义 的 全 集 是 不 叭 -的 .讨论 
(ee 及 区 间 上 实数 性 质 时 ,当然 可 以 取 (a ,的 为 全 集 , 也 可 以 取 区 疝 
Lab), eb] Ca HAO ,实数 集 及 等 为 全 集 . 又 如 , 当 讨论 的 集合 
都 是 4 一 ta.6c) 的 和 子 集 时 ,可 以 到 4 为 全 集 , 也 可 以 取 B= (abs 
< df} 为 全 集 , 其 实 ,可 以 取 包 售 4 的 - - 切 集合 为 全 集 , 而 4 是 所 要 
求 的 全 集中 “最 小 "的 全 集 , 但 找 不 到 所 要 求 的 “最 大 ”的 全 集 - 

给 定 车 十 个 集合 后 ,都 可 以 找到 包含 它们 的 全 集 , 因 而 在 今后 
的 讨论 中 ,所 涉及 到 的 集合 都 可 以 看 成 某 个 全 集 巨 的 子 集 - 

定义 1.5 设 A4 为 一 个 集合 , 称 由 4 的 所 有 子 集 组 成 的 集合 . 
为 4 的 寡 集 , 记 作 PAOD. 用 描述 法 表示 为 

Pt4)={zrlzC4). 

为 方便 起 见 . 本 书 中 规定 ,名 为 0 元 集 , 含 1 个 元 素 的 集合 为 
单元 集 或 工 元 集 , 含 2 个 元 素 的 集合 为 2 元 集 ,…'， 含 ”个 元 素 的 
E Cr n SEE ORD). 用 14i 表 示 A 中 的 元 素 个 数 , 当 4 中 的 元 
素 个 数 为 有 限 数 时 ,A 为 有 限 集 或 有 穷 集 >. 

为 了 求 出 给 定 集合 ABER EARR A 的 由 低 到 高 元 的 所 
有 子 集 ,至 将 它们 组 成 集合 即 可 . 没 AS iab) R PORET 
WF: 

oT RK: D: 
1 G dË: laj lbr icis 
2PH: labh, laselitbchi 
3 FÆ: labet 5 A. 
TO WAKE HL PCA RR HT A KREE REAT EK r 88 BEN 22 K 
k SEA AO H 08 $ , 65 RE EAA ERG E LER. 
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A HRE PCA)= (@ . la). ibh, {c)s (asb), tasc} {bc} ias 
boc}}. 

从 以 上 的 讨论 不 难 证 明 下 面 定理 . 

定理 1.2 设 和 集合 4 的 元 素 个 数 |41==n(n 为 自然 数 ). 则 
IPAE. 

除了 已 (4) 这 样 由 集合 构成 的 集合 外 ,在 数学 中 还 会 遇 到 许 
多 其 他 形式 的 由 集合 构成 的 集合 ,统称 这 样 的 集合 为 集 族 . 若 将 集 
族 中 的 集合 都 赋予 记 号 , 则 可 得 带 指标 集 的 集 族 , 见 下 面 定义 . 

定义 上 7 设 .w 为 一 个 集 族 ,S 为 一 个 集合 , 若 对 于 任意 的 a 
ES5, 存 在 唯一 的 A.C .ez 与 之 对 应 ,而 且 -w 中 的 任何 集合 部 对 
应 S 中 的 某 一 元 素 , 则 称 — 是 以 S 为 指标 集 的 集 族 .S 称 为 -< 
的 指标 集 . 常 记 = (A.le€ S) u= Ahes 

如 果 将 纪 看 成 集 族 URS HERR. 

设 4: 一 (zlzENAz 为 奇数 )， 

4: 一 (zlzeNAz 为 偶数 )， 
则 14,4:} 是 以 1,2)} 为 指标 集 的 集 族 - 

设 p a RE, A= (z |== k(mod p)),£==0,1,:- p—1, W 
-一 (人 444 人 是 以 10,1; 2 一 1) 为 指标 集 的 集 族 ,也 
n] AA o = (A, | k € 101， 户 一 1)) 或 -一 
{Aa Jee toze 

设 A= {rl rE N Ar=n) MN] = 1A,|n€ N) DA N 为 指 
标 集 的 集 族 , 集 族 中 的 元 素 为 以 各 自然 数 为 元 素 的 单元 集 . 

令 Ni 一 N 一 10}, 设 4.= (zlo<sz< 二 AnaEN 出 -过 一 
LAEN ÆA N 1 为 指标 集 的 集 族 ,其 元 素 为 半 开 半 闭 区 亲 
[o.Ñ n=1s2 ,ee. 

在 本 节 结 束 之 前 , 略 谈 一 下 多 重 集合 的 概念 ,前 面谈 到 的 集合 
都 是 由 不 同 对 象 ( 元 素 ) 组 成 的 . 某 元 素 在 集合 中 无 论 重复 出 现 多 
少 次 , 仍 看 成 是 一 个 元 素 . 而 在 实际 中 , 某 一 .元素 的 重复 出 现 往往 
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表达 了 茶 种 实际 意义 . 例如 ,在 某 项 工程 中 所 需要 的 工程 技术 人 员 
的 种 类 可 用 集合 A= {电机 工程 师 , 机 械 工 程 师 , 数 学 家 ,制图 员 ， 
BYRET GBARA A 看 不 出 所 需要 人 员 的 数 甚 , 于 是 引出 多 
重 集合 的 概念 . 

ERY EE PETAR RE A 中 出 现 的 集合 4, 称 
为 多 重 集合 . EPLE a 在 4 中 出 现 ESOK MI Pr a TE A 
rB 3838 BE 39 2. 

WR ES (a,b,c d e). 4 二 {a,a,b,b,c} 为 多 重 集合 ,其 中 
u,b 的 重复 度 为 2,C 的 重复 度 为 1, 而 dve 的 重复 度 均 为 0. 

上 暴 实 ,集合 可 看 成 是 各 元 素 重复 度 均 小 于 等 上 1 的 多 重 集合 - 

在 图 论 等 课程 中 用 到 多 重 集合 的 概念 . 本 书 集合 论 部 分 只 讨 

论 集 合 而 不 讨论 多 重 集 合 , 因 而 谈 到 集合 部 不 是 多 重 集合 ,集合 中 
BEREK THRI. 


T 


$1.2 集合 的 运算 


给 定 两 个 集合 4,B, 除 了 关心 A,B 之 间 是 储 有 包含 或 相等 
的 关系 外 ,有 时 还 要 讨论 至 少 属于 A B 之 一 的 元 素 组 成 的 集合 ， 
REEF 4 又 属于 B 的 全 体 元 素 组 成 的 集合 ,以 及 属于 4 而 不 
属 召 的 爹 体 元 素 组 成 的 集合 等 ,这 些 新 的 集合 是 通过 集合 的 并 、 
交 、 补 等 基本 运算 产生 的 . 

定义 1.8 设 4,B 为 二 集合 , 称 由 和 女 和 BB 的 所 有 元 素 组 成 的 
集合 为 4 与 B 的 并 集 , 记 作 AUB, 称 U 为 并 运算 符 ,A4UB 的 描 
述 法 表示 如 下 ， 


AUB8=41z|z€ AV r€ B). 
设 
4 一 tclzrENAS5Srxr<10)， 
B=iz|z=€ NA==10Az 为 素数 )， 


AUB=1{2,3.5,6,7,8,9,10}. 
可 以 将 集合 的 并 运算 推广 到 有 限 个 或 可 数 个 集合 DC. 设 4i， 
.44 为 于 个 
AUAU e UAS irla Ein A z€ A) 
简 记 为 


类 位 地 ,对 于 可 数 个 集合 A Arei 
AVAU 
为 其 并 集 . 
设 
AS iz|>z€ RAn—1Sr=xn),n=1,2,-..10, 
则 
Üa.= ‘rhrERAOSzrEL0)=[0,10]. 
设 
A {rrERAOEzEL} ,nl 2 
则 


UAS tr rE RAOSr<1}=[0,1]. 
定义 1.9 设 4, 至 为 一 集合 , 称 由 4 和 互 的 公共 元 素 组 成 的 
集合 为 4 与 如 的 交集 , 记 作 ANB INKAR. ANB 的 描 
述 法 表示 为 
ANB= {rl|r€EAAzEB). 


有 二 {flrEN Az HAZ A020}, 
B 一 {x|zEN A 为 素数 Ao<szr<20}， 


名 “有限 和 可 数 集 的 定义 在 第 町 齐 介绍 - 


则 
Añ B= 13,5,7,11,13,17,19). 
同 并 运算 类 似 , 可 以 将 集 台 的 交 推 广 到 有 限 个 或 可 数 个 集合 ， 
ANAN NAS ñ A= (z|V <<=: € AD. 
ZME 


A= {rlr E RAOT Snjn=l,.2, 

w 
Ñ A= zlzeRAo<zsD 一 [0 

定义 上 上 10 设 4,B 为 二 集合 , 苦 ANB= Ø. W A, B 是 不 
交 的 , 设 4,,4;，,…-: 是 可 数 个 集合 , 苦 对 于 任意 的 A A A. A, 
二 多; 则 称 4,,4:,… 是 互 不 相交 的 、 

设 

A= (z=|=€ RAn—1<zr<nkhn= 1.2," 

MU 4,, 4,… 是 互 不 相交 的 . 

定义 1.11 设 4, 召 为 二 集合 , 称 属于 A 而 不 属于 五 的 全 体 
元 素 组 成 的 集合 为 8 对 4 的 相对 补 集 , 记 作 4 一 B, 称 一 为 相对 补 
运算 符 . 4 一 8B 的 描述 法 表示 为 

A—B=(xr|z=€ AAz& B). 

定义 站 12 设 4,B 为 一 集合 , 称 属 于 4 而 不 属于 已 ,或 属于 
巨 而 不 属于 和 的 全 体 元 素 组 成 的 集合 为 4 与 问 的 对 称 差 , 记 作 A 
DR , 称 田 为 对 称 差 运 算 符 , AGB 的 描述 法 表示 为 

ADB= {zl(rE AA2& B) V (rE AA 21685). 

容易 看 出 , ABB 二 {4 一 BYU(B 一 A)=(AUB) 一 (ANB). 

ENLI ESAR, ACE, P AR E HER A 
的 绝对 补 集 ,并 将 E— A 简 记 为 一 4, 称 一 为 绝对 补 运算 符 . —A 
的 描述 法 表示 为 
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—A=Izr|r€ EAz&A)1. 
因为 巨 足 全 集 , 所 以 z € E 是 真 命题 ,于 是 
—A=(z|z& AD). 


设 
A= {a|r ERÀA0K1<2}, B= (r|=€ RA1Sz<3), 
则 
A—B={r|xzE RAOSrT1}=[0,1) 
B—-A={r|rERA2Sr<3) =[L2.3) 
ADB={r|rERA (0&%r<1V2=r=<3))=[0,1) UL2， 
3). 
当 将 实数 集 及 作为 全 集 时 ， 


—A=Irl|zx€ RA so< r=<0V 2=< r< 4 s) 
一 (一 ceo,0) UU[2, + 00). 

以 上 定义 了 集合 的 并 、 交 、 补 运算 ,还 可 以 将 并 ,. 交 运算 推广 到 
集 族 上 . 

BES 1.14 没 .x 为 一 个 集 族 , 称 由 .x 中 全 体 郊 索 的 元 素 
组 成 的 集合 为 -x 的 广义 并 集 , 记 作 U 岂 .wy , 称 U 为 广义 并 运算 符 ， 
读 镍 “大 并 ”. U .wv 的 描述 法 表示 为 

Uw ={(r|3 rE AGEz) 


=i labh led}. (def)). 


Uer = (a,b,c id eh}. 
当 .oy 是 以 5S 为 指标 集 的 集 族 时 ， 
U= U {AeES}= YA 
定义 11s5 i. 为 非 空 的 集 族 , 称 由 -ew 中 全 体 元 素 的 公 
共 元 素 组 成 的 集合 为 — 的 广义 交集 , 记 饪 门 -YY , 称 门 为 广义 交 运 
算 符 , 读 作 “ 大 交 ”. QA 的 描述 法 表示 为 
(a= z|V (x EH rE z)). 


设 
== (1,2,3), (lab}, (1,6,7}}, 
则 
(= 11). 
当 oar 是 以 5S 为 指标 集 的 集 族 时 ， 
(= AE S) = A 
另外 ,在 广义 并 与 广义 交 的 运算 中 ,将 集 族 中 的 元 素 仍 看 成 集 
族 , 给 定 下 列 集 族 : 
= = fab, iesd}}, w={{ab)}, a= a), 
a= {EG}, sa aED) A=. 
不 难看 出 ,它们 的 广义 并 集 和 广义 交集 分 别 为 : 
Uw Sa ULU fesd}, Nri Sa NEN {c,d}, 
N= {ab}, 
NM.2 ,=a, 
NSD, 
N= Na, 
U-ers 一 操 ， 门 .es 无 意义 ， 
相对 于 广义 并 和 广义 交 的 概念 来 说 ,我 们 将 定义 1.8 和 定义 
1. 9 中 给 出 的 并 和 交 分 别称 为 初级 并 和 初级 交 . 为 了 规定 运算 的 
优先 级 ,将 以 上 各 种 运算 (将 求 集合 的 告 集 也 看 成 运算 ) 分 成 两 类 ， 
其 中 的 绝对 补 \ 求 宕 集 , 广 义 并 .广义 交 为 第 1 类 运算 ,而 将 初级 
并 ,初级 交 、 相 对 补 、 对 称 差 等 运算 称 为 第 2 类 运算 . 在 第 1 类 运算 
中 , 按 由 右 向 左 的 顺序 进行 ,在 第 2 类 运算 中 ,顺序 往往 由 括号 
来 决定 ,多 个 括 切 并 排 或 无 括号 部 分 按 由 左 向 有 的 顺序 进行 . 
集合 与 集合 之 问 的 关系 以 及 一 些 运算 结果 可 用 文 氏 图 给 予 直 
观 的 描述 . 在 文 氏 图 中 ,用 矩形 代表 全 集 ,用 圆 或 其 他 阔 曲 线 的 内 
部 代表 五 的 子 集 , 并 将 运算 结果 得 到 的 集合 用 阴影 部 分 表示 . 需 


DO EPPA ARIES. 
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要 注意 的 是 , 文 氏 图 只 是 对 某 些 集合 之 间 的 关系 及 运算 结果 给 出 
一 种 直观 而 形象 的 示意 性 的 表示 ,而 不 能 用 来 证 明和 集合 等 式 及 包 
集合 的 运算 和 文 氏 图 的 结合 ,可 以 应 用 到 有 限 集合 的 计数 癌 
题 中 去 . 用 归纳 法 容易 证 明 下 面 定理 . 
定理 1.3 BA Arn 4。 为 二 个 集合 , 则 


bals Xia- Xana 
+ BANANA =D ANAN NA 


KERHA a SE E PR 3E , ERRE? . 
Kí 1.11 在 1 和 到 10000 之 癌 既 不 是 某 个 整数 的 平方 ,也 不 
是 某 个 整数 的 立方 的 数 有 多 少 个 ? 


解 ” 设 全 集 E= r]=€ NA1=<z=10000;, 
甩 二 {zzEEAx 是 某 个 整数 的 平方 }， 
B= {rlxEEAz 是 某 个 整数 的 立方 ). 
AUB 的 文 氏 图 为 图 1.1 中 (人 a) 所 示 , 一 (4UB) 的 文 氏 图 为 (b) 所 


Cai AUB (b) ~ AUB) 

E 1.1 

示 . 为 了 求 | 一 (4UB)i 8 OR | AU. hA FREA: 
lAUBI=|A|+ |B|—lADBI. 

而 14| 二 100,18| 二 21,14 门 B| 二 444 门 B 的 4 个 元 素 为 1,64, 


个 ”在 组 合 数学 路 ' 还 将 " 进 - 步 讨论 容 斥 原理 


729 和 4096) ,于 是 
: lAUB|=1090+21—4=117, 
[~(AUB)|=10000—117= 9883. 

〖 例 1. 2 了 对 24 名 科技 人 员 进 行 掌握 外 语 情况 的 调查 ,其 统 
计 资 料 如 下 ;会 说 英 , 日 、 德 .法语 的 人 数 分 别 为 13,5,10 和 9. 其 
中 同时 会 说 英 说、 日语 的 人 数 为 2. 同时 会 说 英语 ,德语 .或 同时 会 
说 英语 .法 语 ,或 同时 会 说 德语 ,法语 两 种 语言 的 人 数 均 为 4. 会 说 
日 语 的 人 既 不 会 说 法 语 也 不 会 德语 . 试 求 内 会 说 -- 种 语言 的 人 数 
各 为 多 少 ? 又 同时 会 说 英 、 德 ,法 语 的 人 数 为 多 少 ? 

解 设 4.B,C, 刀 分 别 为 会 说 英 、 日 、 德 .法语 的 集合 . 由 已 知 
条 件 可 知 : 

14|=13,1B|=5,1C|=10,1D|=9,|1ANBi=2., 而 |ANCI 

14aNDIl=ICNDI=4,1BNCI= 1BNDI—1A4NBENCI=14 

NBNDI=IBNCNDI=1ANBNCNDI=0,14UBUCUDI= 
24. 

对 集合 ABCD 应 用 容 斥 诛 理 , 并 代入 已 知 条 件 得 方 得 

24=37— 4+ | ANCAPI- 

是 ,IANcND!=1, 这 说 明 同 时 会 说 英 、 德 ,法 诸 的 只 有 1 A. 

RARR. O E BEH AROA tirasta r M 

a =|A|— BUCUDNA! 
=la:— BANDU CANDU DN 
X BAACNA DNA 应 用 容 斥 原理 ,得 
== 4. 


类 似 志 可 求 出 :re= 3,.r =3,r = 2. 


$13 基本 的 集合 恒等式 


在 上 节 里 介绍 了 基本 的 集 台 运算 ,这 些 运算 都 满足 一 定 的 性 
质 ,对 于 集合 的 初级 并 、 切 级 灾 `. 相 对 补 、. 绝 对 补 等 的 运 狂 性 质 在 这 
12 


里 - -HN EMA EEE RA C TE fs (rl | keq dt 


3283 fE F , RERA H RA TE SF zü nf A HES h F 5⁄2 Sr E ñr E 
式 和 包含 式 . 


设 E 为 全 集 ,A4.B,C 为 互 的 任意 子 集 , 则 下 面 列 出 的 运算 规 


律 成 立 : 


D ERE 4U4=4:4 站 4 一 4. 
(2) zR AUB=BUA ANB=BNA. 

(3) 结合 : CAUB)LJC=AU (BUC); 
ANBINMNC=ANCBNMCY. 
D 分 配 律 AUCBNMO=CAUBIN CAUC)5; 

ANCBUCO = (ANBYU CANMC):; 
DO W ERE 
绝对 形式 ~(AUB)=~AN~B; 
~NB)=~AU ~B; 
相对 形式 4A 一 《BUC)=(4 一 BN (4 一 0); 
A—BNO= (A— BUA). 
(6) 吸收 律 AUCANMB)=A;4Nn (4AUB)=4. 
(7) 零 律 AUE=E; AD Z= Z. 
(8) 同一 律 AUG@= A; ANE=A. 
(9) 排 中 律 AU — A=E. 
《10) 矛盾 律 AQ~A= D. 
aD 爹 补 律 —@=E;—E= Z. 
(12) 双重 否定 律 —(—A)=A. 
《13) 补 交 转换 律 4 一 8 一 4 门 一 B. 
常 称 以 上 13 组 集合 等 式 为 集合 恒等式 . 它们 的 正确 性 均 可 由 


相应 的 命题 等 值 式 证 明 , 即 由 定义 证 明 . 有 的 恒等式 也 可 由 其 他 恒 
FREH. 


另外 ,还 应 该 指出 ,有 些 运算 规律 如 交换 律 , 结 合 律 、 分 配 律 、 


德 . 摩根 律 .吸收 律 等 可 以 推广 到 集 族 的 情况 . 设 14.j.es 为 集 族 ， 
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瑟 为 一 集合 , 则 分 配 律 的 形式 为 : 
BUA (A... | = DBU A.) ， 
BAU TA... = YBN A) 
TE- 摩根 律 的 形式 为 : 


SUA hes = (1 As 


— (A). = Y, A: 
B—U1AJ).. | = ABA); 
B= D {Aes— U B-A). 

下 面 举例 说 明 推导 集合 等 式 和 包含 式 的 过 程 . 如 果 是 由 定义 
证 明 集 合 等 式 和 包含 式 , 则 将 尽量 地 采取 一 阶 谓词 仙 辑 的 演算 规 
则 进行 演算 .但 不 可 能 足 完 全 形式 化 的 推导 ,因而 就 称 采 用 的 方法 
为 半 形 式 化 的 方法 ,请 见 下 面 例题 . 

〖 例 1.3] 由 定义 证 明 下 面 的 恒等式 ， 

(1) 分 配 律 :4U (BMC)=CAUBINM (CANO); 

D 零 律 ,A 站 Z =: 

《3) 排 中 律 :A4U — A=FE. 

证 明 (1) 对 于 任意 的 +， 

rEAUCBNC)Y 

<= rE AV rE BNO 

= rE AV (rEBArEC) 

< 一 G€AVz€BDAGTCAVr€C) (命题 时 各 分 配 律 》 

<> =€ CAUBYAz€ AUC) 

<> rE AUB) AUCO. 
所 以 ,AU BNOS CAUB Y CAUC). 

(2) 对 于 任意 的 z, 

xXx€EANG 
= rEANTED 
<> rEANAD 
14 


< 0 MEE EIRO 
所 以 ,zE ANSAR ANDPER A AN Z— 2. 
《3) 对 于 任意 的 z, 
z=€AU—4A 
= z€AVr€—A 
<> >€ AVz=&A 
<> +€ AV —<€&A 


<1 《命题 逻辑 排 中 律 》 
=> +€ E, 
因 府 ,AU~A=E. | 
K@) 1.4) 用 其 他 的 恒等式 证 明 吸 收 律 - 
证 明 AU.ANMB) 
= CANE)U (ANMB) A- 
=ANEUR) (分 配 律 》 
=ANE EH) 
=A. (同一 律 》 
由 辣 一 律 .分 配 律 、 零 律 等 规律 证 明了 吸收 律 第 一 式 , 而 
ANMCAUB) 
=A NAU AANB) M) 
一 4UC4mB) (RE) 
=A. (由 第 一 式 》 


这 就 证 明了 吸收 律 的 第 二 式 . 
请 读者 由 定义 证 明 吸 收 律 。 | 
[ËJ 1. 5 证 明 补 交 转换 律 
A~B=AN~B. 
证 明 ”对 于 任意 的 r, 
r€A—B 
= rE AArEB 
= rE ANArE~B 
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<=> rEAN ~B 
FR. A—B=AN~B. I 
补 交 转换 律 将 补 运算 转换 成 交 运 算 ,从 而 可 以 使 用 交 运 算 的 
运算 规律 
【 例 1.6】 证 明 德 " 摩根 律 的 相对 形式 : 
(1) A—tBUOCO= (A-BAN C); 
(2) A— (BNO =(4—- BU(A—C). 


证 明 0) 
4 一 (BEUC) 
一 4 一 BEUC) GER RRO 
=AN(~BN~O) CG + 摩根 律 绝对 形式 ) 
=(4NADN~BN ~O CRE) 
=(An— B) n AN ~C) 《交换 律 、 结 合 律 ? 
一 (4 一 B)m 4 一 C) GERR) 


类 似 可 证 (2)， 1 
【 例 1. 7 了 证 明 对 称 差 运算 满足 以 下 规律 : 
O) 交换 律 : ADR= BOA; 
(2) 结合 律 : AGC BGOC) = ADDO: 
(3) 分 配 律 :ANn (B80)= 4nB) 四 (4nc)， 
G) ADJ =A; ADE= ~A; 
(5) ADA= ADAE. 
JerB.E NRR. 
证 明 ”由 定义 易 证 (1)》,C4),(5). FE REDDAM G). 
《2) 由 补 交 转换 律 可 知 : 
A@B =(4— B) U(B—A) 
=(AN >B) U BN ~A) 
=(AN~BU (~ANMB). 《x )》 
在 (2) 的 证 明 中 用 到 这 个 结果 (* ). 
首先 从 (C2) 的 左 端 演算 : 
16 


AD BOC) 
=(AN~ BCU (~ AD BOC) 
《第 一 次 用 (* 7) 
=(AN ~ BN ~U (~BNCY) 
UC~ANCUBN~OU~BNC)N) 
(第 二 次 用 ( * >) 
=ANCE~BUON BUSC) - 
Uc~ANBN~OU ~AN 一 Bmc)) 
= (AN K~ BNBPDU ~BN~OUBNOMUCN 
~) 
UC~ANBN~OU~AN~BNACI 
=N ~BNA~OU ANEN 
UC~ANBN~OU~AN~BNO. 
再 看 (2) 的 右 端 : 
(4 四 8 中 C 一 C 申 (4 四 8) 《交换 律 ? 
由 左 端 的 演算 结果 可 知 : 
COADB) 
=<CN~AN~B UCNANMB) 
UE~CNAN~BU (~CN~ANBD) 
=C~AN~BNOUANBNC) 
UaN~BN~OU ~ANBN~O). 
对 照 两 端 演算 结果 可 知 
AD BPC) = (4DBIDC. 
(3) 从 右边 开始 演算 : 
ANDANO 
=KANBDÐN~ANCHVU~ANBDÐN ANC) 
(用 Cx )》 
=CA IB 1— APU ANBEAN SOU c~a NaN 
UC~Enanc) 
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=(ANBNA>~OUANS~BNC) 
SAN CBN SOU SBN 
=AN (BC). 1 

【 例 1.8】 i, 2 ARR REN: 

(1) # C, WJU e U. 

(2) #;.ər € # ,W| ..⁄— U =; 

(3) Ë ər Z B. C s ,RJ 1 Sec rZ; 

D # € 2, WJ 1 SC; 

(5) EED WNUN. 

证 明 (1) 对 于 任意 的 =， 


z€ U. 

> 3 AAE ArE AD 
= 3 AAEBATEA) LITA) 
= =€ UZ. 


FA, U US. 

(2) EEB, H” LARE SUA. 

(8) 由 于 .区 天 区 ,所 以 BED KNA NEAR N. xT 
于 任意 的 


z€ NA 
< yyE S6—x€ y) 
= V yy E rEy) (ATA) 
= x€ N. 
FA S< ñA. 
Ca). (5) 的 证 明 较 简单 ,请 读者 自己 完成 ， 1! 
【 例 1. 9] 集合 军 集 运算 具有 下 列 性 质 : 
O) ASB 4 HIH PASP); 
(D PAD UPEP AUB); 
(3) PANDSPAONPB); 
A) P(A— BDEPA S PEDULI ZH 
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证 明 (1) 先 证 必要 性 . 对 于 任意 的 =, 
z€ PCA) 
= rEA 
= rEB (ASB) 
<= =€ P(B). 
故 有 PCOSP B). 
再 证 充分 性 . 对 于 任意 的 y, 
yC A 
<= {y} EPA 
= (y) EPB) CP(4)SP(CB)) 
= x€ B. 


EFL AS B. 
D 对 于 任意 的 r, 
z€ PCAYUP¿B) 
<> z€ P(A) V z€ PB) 
<= rEAVY +EB 
= z—AUB 
= rE PAUB). 
PAPO UPOS P AUB). 
(3) 对 于 任意 的 x, 
z€ P<A B) 
<> zCanB ` 
< r*CAAzSB 
<= r€ P(A ArEP(B) 
= rE PONP). 
所 以 ,PCANB}==PCAY P (B). 
《4) 对 于 任意 的 集合 = 
若 a= Ø, N r€ PCA— BH z€ (P(A4)--P(B))UI{B}. 若 
z, 
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r€ P(A—B) 
=> ZAB 
= rTAArEB 
= ITEP(A) ATA PB) 
— rE (P(A) P (B). 
综 上 所 述 ,可 知 
PK4 一 BECPC4I) 一 PCB)D)ULIG Í 


S14 集合 列 的 极限 


我 们 可 以 将 数列 的 极限 这 一 进行 无 限 运算 的 工具 移植 到 集合 
论 中 来 . 
车 集 族 {4.).。; 的 指标 集 5 为 N,, 则 称 集 族 {44}ien_ 为 集合 
列 , 简 记 为 {Ai}- 
设 {4,} 为 一 个 给 定 的 集合 列 , 首 先 考虑 由 属于 集合 列 中 无 限 
个 集合 的 元 素 组 成 的 集合 ,以 及 由 只 不 属于 集合 列 中 有 限 个 集合 
的 元 素 组 成 的 集合 ,这 样 的 集合 定义 如 下 - 
定义 1.16 BAIA- -集合 列 . 
称 {zly nn € N, I GE N. AkZn A r€ Aa) J Aa) fJ 
上 极限 集 , 人 简称 上 极限 , 记 作 
lim Ar 
PR (rla non € N, AV G € N, AkZ=m r€ AD) H lA} 
的 下 极限 集 ,简称 下 极限 , 记 作 
lim A,- 


4 lim A= lim A, 时 , 称 之 为 (4x} 的 极限 集 , 简 称 极限 , 记 


— 


作 
N limAs. 
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车 {A4} 有 极限 , 则 称 {4,} 是 收 钱 的 . 


从 定义 不 难看 出 ，lim A, 中 元 素 属 于 (4) 中 无 限 个 集合 ,而 
im A 中 元 素 除 可 能 不 属于 {4,} 中 有 限 个 集合 外 ,属于 {4+} 中 


—. 


所 有 集合 ,因而 必 存 在 正 整 数 z tE >n 后 ，lim A 中 任意 的 


— 


元 素 r A z 和 4 有 时 称 lim A 中 元 素 属于 几乎 所 有 的 (4 中 


= 


sem. 
[DD 1. 10 HSS 为 两 个 集合 , 作 集 合 列 如 下 。 
Ts， 为 奇数 ， 
SIs, £ yma. TUET 
讨论 .4.1 的 收 化 情况 . 


E BA lim ASS US hm ASS NS. 58 S.=S, 时 ， 
= 


tA. S,(=S,), GW Abr 82. 
【 例 1.111 BEREI AHE ACoA] TEA) BIR 98 
情况 . 
解 ”从 定义 可 知 ， 
Tim A,= lim =[0, 十 0), 所 以 {入 } 收 化 ,并 有 lim 一 [0, 十 007- 
[#]1.12] 在 集合 列 {4.} 中 ， 


1 
Au :一 [9,2 一 区 一 1]， 


1 
Au=[0 145] 


确定 {A44} 的 上 、 下 极限 - 
解 ” 将 实数 集 民 分 成 4 个 区 闻 :S1 一 (一 oo,0),Ss, 一 [0,1],Ss 
= (1,2), Sı =[2, +0). EB S NAS D S NAS Z SC A: E 
一 1,2,…. 而 对 于 任意 的 =€ S,, DFE kola), MEH Sle) 
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后 ,有 


1 1 
1 二 总 <<+<2 一 六 二 I， 
BI, ESRO A rE A. M > & Au. 因而 对 于 任意 的 ES， 
三 1,2),{A4} 有 无 限 多 个 集合 售 ,又 在 无 限 个 多 个 集合 不 含 <， 


于 是 


lim A,=S,US,=[0,25, 
lim A,=Ss=[0,1]. 


D ESS23R Ds dH IA, A ƏN. 
定理 1.4 设 {4,) 为 集合 列 , 则 
Q) lin A, lim As; 


2 Hm A= Ñ ÜA: 


(3) lim A,= 
— 


证 明 由 定义 可 知 ,(1) 的 成 立 是 显然 的 ,下 面 证 明 (2). 首先 
证 明 lim AS (| Ü A. 对 于 任意 的 <E im A (A) PEER 


"u=, 
个 集合 


NA 
n-k 


Ar sAn 
A r HR k ck AM X TERK nE N TEE k EIF = G 


A, U A. E 


ze NUA. 


反之 ,对 于 任意 的 zE 站 局 4,, 必 有 


z€ ÜA, m= 12, 
又 必 存 在 如 ,使 得 z€ A,n 一 1,2,…, 于 是 属于 {A4) 中 无 限 个 
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合 , 所 以 
=€ lim A.. 
类 似 可 证 (3) 的 成 立 。 I 
定理 1.5 设 { 抽 } 为 一 集合 列 ,B 为 -- 集 合 , 则 


CU B— lim A,= lim (B>A); 


(2) B— lim m= lim (8—A. 
— 
证 明 Q) 
B— lim A, =B— ñ Üa (定理 1.4) 


一 1 
per 


=U(B— UA ( 德 ， 摩根 律 ) 
=U A (B— A,) 〈 德 ， 摩根 律 ) 
= lim {B—A;). GEM 1.4) 


w— 


类 似 可 证 明 (2). I 

HALA -个 集合 列 , 令 E= 4 A HER, Bi 一 一 A4, 上 二 
1.2, 则 {Bs} 也 为 一 集合 列 . { 44} ,1B;} 的 上 极限 和 下 极限 有 下 
面 定理 给 出 的 关系 - 

定理 16 E= lim A,U Jim B= lim AU lim B,. 


— 


r. 


证 明 首先 证 明 EC lim A,U lim B. 


— 


对 于 任意 的 re E= Y A, 只 有 下 面 两 种 可 能 ， 
CD > 局 于 几乎 叶 有 的 A, ERE n CO PE n 
后 ,TE A.E z€ lim A. 


ps 


(2) (了 1) 不 成 立时 , 必 有 无 限 个 {4;} 中 集合 ,不 合 x， 因而 必 
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有 无 限 个 1B:} 中 集合 含 z, 因 而 必 有 ze lim As- 


册 (1) 或 (2) 的 成 立 叮 知 ,zE lim AU im Ba B|! 


— 


EC lim AU lim Ba. 


pes 


反之 ,由 于 lim A.C E.R. lim B&E WT 
= 

lim AU lim BCE. 

, 


综 上 所 述 ,E= lim AU lim Bi 成立. 


类 似 可 证 FU lm B. 1 
定义 1 17 设 14. 为 一 个 集合 列 . 若 
ARAD DAD" 
则 称 {44) 为 递减 集合 烈 . E 
ATAT TAST 
WFLA) 为 递增 集合 列 . ak 0383 0 39) CET TEN 
X ER YAR AAN RA ETEK E E A e 
减 的 , 则 


lim A,= Â An 


pee 


若 {A4} 是 递增 的 . 则 


lim A,= Ü 
lm. 


例如 : 设 A= koo). k=l, 2, 


OULA EARR EI lim 
A= QÑ A,= G. 
又 设 A 一 20 一 ].2.……; 则 {44 是 递增 集合 列 ,lim 水 一 


Ua,=[0, +20). 
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习题 一 


1. 用 列举 法 表示 下列 集 合 . 

D 偶 素 数 集合 

(2) 1 至 200 的 整数 中 完全 半 方 数 集合 
(3) 1 至 1900 的 糙 数 中 完全 立方 数 集合 ， 
(4) 非 负 整数 集合 

G 24 的 素 因 本 集合 

O 英文 字母 集合 ， 

2. 用 描述 法 表示 下 列 各 集合 . 

O 平面 直角 坐 怀 系 中 单位 贺 内 的 点 信 ， 
(2) 正切 为 1 的 角 集 ; 

“3) 八进制 数字 集合 

G) 一 “的 非 负 整数 解 集 ; 

《5) ?十 57-| 6 0 的 解 集 . 
3. 确定 下 列 的 包含 和 属于 关 
a) 
2) 
(3) 
(1) <ç 
(5) 2 P: 

(6 AEH S 
(F) 4E iH Dos 

《8) A AE RAU PUDH OE PA; 

(9) dubh ashe abii 

(10) lashi ae 

AD iubh E lab, {lahii 

A. ABC 3 E — TRA, TAE dn Bi E. AA. E RA E. 
(者 AEBEH BOC, WAEC 
{2) AERD BOC, W ATC: 
(y W ACEH BECH AEC; 
(4) 若 ACR H BEC M aC. 


是 TTE Bg. 


5、 试 证 明 悦 于 关系 不 满足 传递 性 , 即 对 于 任意 的 集合 A” C 6 AER 
H BECK - 定 有 4EC 成 

8. 列 出 下 列 集 合 的 各 元 子 集 , 并 求 寡 集 . 

Q) (a,b,c); 

C2) (1.42,.3)1; 

Qy 06.1; 

GD) (U. N 1.2Y042.1,1.211: 

(CERET ELERESE 

7. 炳 出 下 列 备 集合 欧文 氏 同 . 

(D SAUB): 

D ACC BUC: 

D ANA BACO 

CANBNOU AJRI 

8, BRR E= L3 A S.A 11.11 B= (1,25 
W GH PLS UK n). 

GQ) ANR: 

D KA RU C; 

(3) ANR; 

D AU~B; 

3) PADNE: 

(6) PED PEO). 

. 设 A,B,C 也 为 整数 集合 二 的 rdt 
“501 C = ia le TRE 3 ERA 
求 下 列 集合 (用 列 Ëy. 

(D AURUCU P; 

D ANBNAQCAD: 

W BAU; 

Gy (一 全 门 BUG 

ig A= lal. H TIRES F T E RE AE M. 

D DEPPA); 

CQ) g SPA: 

(3) DHE PPD; 
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sA i28 lela? 
AREZ A 083861. 


GQ {2 DEPPA); 
C5) {8 dah} E PPA); 
(6) {2 la EPPA. 
J. 设 4,8 为 两 个 集合 , 证 明 4 一 B- A 5 B I2 ANB- S. 
12. 寻找 下 列 各 集合 等 式 的 充分 必要 条 件 , 并 证 明之 ， 
(D (A=B) UA- SA; 
(2) (A=B) UA O) : 
(WA PNGA-M=: 
GO XA DAA OSA. 
13. 设 ABC 为 任意 三 个 集合 . 
a) 证 明 (4 一 B)- CCA-(B 一 0C)s 
52) 在 什么 条 件 下 ,1) 中 等 号 成 立 ? 
1L 设 A B-C 为 任意 的 集合 ,已 知 
ANB anc 且 ~4mnB- ~ANC, 


证 大 B=C. 
15. 下列 集 合 中 哪些 基 修 此 相等 的 ? 
13.43; B= [3.41 U Gí; 
C=13,41U G [r€ RA=z° 7rl 12=0; 
F=4@.3,411 LESE ETEF 
H (h D Dah 
16， 化 简 下 列 集合 . 
(1 U41(3.11.143),141).13,14)5. {131 ,47 3 
(2) NIPPPUŽ) PP (G. PD) D): 
《3) NIPEPPIE PP (@ Y. P1A@ A). 
17. W. = (121. AD A F3J 6 A. 
(1) PEA; D PUZ; (8) UP (oy, 
18， 设 :二 = 1.2)， 123 11.3. (615 H EPS Q, 
D UJ, C2) (152; D NM UG; (4 UNZ. 
19. rS HALAB HR TAAR. 
wW UU: C2 NANA; (3 AUU UU U (1.5. 
20. E A.B. C p 3 TRAC M cA CO C (n n c), 
ANSE (B(1—-C)X, HEB AC B. 
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21. 设 4,B 为 两 个 集合 , 试 求 下 列 各 式 成 立 的 充分 必要 条 件 . 
GQ) ANBA; (D AUB=A; 
Cay AGH=A, (GO ANB=AUB. 
22. 设 A.B.C.D 为 4 个 集合. 
C) BA ATB A CIDER AUCERU D: ANCERND. 
(2) 已 知 AC B 月 CCD, 那 么 4UCCBUD.ANCCBND Ë HAI? 
23. ABC 为 3 个 集合 ,已 知 ADR =AOC. H B=- 
21 ARC 为 3 个 集合 ,证明 ; 
AB CSA B 
25. LATHER. 
D CAG U A- B); 
GQ AUBA) B; 
D (CAUBUC)YCAUB) QAUWB CDNA 
26. 设 ABC AMERA, IEH, 
(D) AC CABCC 当日 仪 当 AU B=C; 
(D CCCAACC B 4 R4 CC AQ B. 
27. Ü À HEERA GEID. QG le PPPA HH hE 


—<“BLUC)= CA C)—(B C). 


28. Ü A, h C E 尾 全 集 .证 明 下 面 疝 题 是 等 价 的 . 
(13 ATCB: 


(5) A— BC B. 

29. 设 ,s.… 友 是 非 空 的 集 族 ,年 -Y 门 多 ,证 明 : 
MIMNMNDTNG NDB). 

30. 设 A.B 为 两 个 集合 ,证 明 ， 

D PDN PD =PANRB); 

(2) pCAYUPO(HBy= POA UB. 

31. 求 1 到 250 这 250 EPE. e BBA 2,3.5.7 Z 一 整除 的 数 的 个 


32. 75 名 儿童 到 游乐 场 去 玩 , qh [| [85 8856 At 25 PB TPB R l 


飞船 .已 知 其 中 20 人 这 三 种 东西 都 玩 过 ,其 中 55 人 至 少 乘坐 过 其 中 的 西 种 - 
若 每 样 乘坐 -次 的 费用 是 5 元 ,游乐 场 总 共 收 入 700 元 , 试 确定 有 多 少儿 童 
没有 乘坐 其 中 任何 -- 种 . 

33. WAJ 为 一 个 集合 列 , 其 中 a= [0.1 E] e=. aR 
和 lim As (Ai) ratna? 


r= 


34. Ë an 一 [ol],4n- [0E] An tales An 


1,2,2 8 R. 1.2... B. An B= Ans Ba As. RR AIBO L. 
TRR. 

35. i Au=L0 g]k -1.2 
AIL FRR. 

36， 设 1441 (B 98 4 SE AD. 还 明 : 

CO lim AU lm BS lim CAs U B.) 


Ten k= rE 


Asa =10,22-1J.e—0,1,2 


求 集 


C lim AU lim BC fim AU lim Br) 
Ai: im BC Jim im. 


Fe 


< lim (AUB) = lim Al lim Bss 
2 lim AN lim B= lim (AN B) 


r= 


£ lim AN him BC N AN lim B.) 
r 四 — 


(a) hm (Ar Bd- lim A, — Lim Ba- 
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3: £ —- iks ka HEE 222 2] #t TE rh 26 38 2] 
和 处 理 的 概念 . 在 诸多 的 关系 中 ,最 基本 的 是 涉及 两 个 事物 之 疝 的 
关系 , 即 二 元 关系 . 本 章 的 目的 是 给 出 二 元 关系 的 集合 定义 ,研究 
二 元 关系 的 性 质 和 运算 以 及 特殊 类 型 的 二 元 关系 . 


$ 2.1 有 序 对 与 卡 氏 积 


直观 地 说 ， -个 有 有 序 对 就 是 有 顺序 的 一 对 客体 ,其 数学 定义 如 

F. 
定义 2.1 Kila (4,5)) 为 由 元 求 a,6 构成 的 有 序 对 , 记 作 

一 a: 之 ,其 中 a 称 为 有 序 对 的 第 一 个 元 素 ,b RAR TER, 
Hab 可 以 相同 - 

定理 2.1 <a b> Aed >H] AE R E a= H bd. 

为 证 明 此 定理 先 证 明 下 面 两 个 引 理 . 

SHE 1 (ra) la, bl HX a=b. 

证 明 ”充分 性 显然 .下面 证 明 必 要 性 ， 

《1) # r=a MJ 


{zsa} = irb} 


T 


= jasa = {ab} 
=> at= fab 
= b=a. 
(2) Ë ra, WH 
O 有 的 书 上 将 育 座 对 天 et> 记 为 (的 ， 
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a& te 一 人 六 
= a=b. I 
引 理 2 E, 
Q) U.ə= U 2, 
D n. r= n. 
证 明 D V < 
+€ U 
=> 3 z(z€ W A r€ x 
= Jre E 22#A r€ z) 
<= z€ U. 
所 以 U= U. 
2. V > 
=€ Na 
= V z(z €. rE z) 
<> V (rE BrE) 
= re UZ. 
所 以 (a= 22. 1 
上 面 证 明和 定理 2.1. 
充分 性 是 显然 的 ,下 面 证 明 必要 性 . 
a b> = d > 
<> (cj {ab}}={{c}, (c,d})} 
= Uila),(a,byl= U (fc). {cea}} 
= {asb} = {c,d}. 
Xilat, lasd} ={ iet. {ca}} 
= Nilajs{asbh =N {iels {ed}} 
= da= {c} 
— a =c. 
再 中 .人 和 引 理 1 又 得 5 一 a. | 
推论 ub B}, abba >. 


ER RR, E r m 


OE] 
Cr =B) 
( 引 理 2) 
D 
GIH 25 
D 
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ARB DU 
<a b> = <b,aD> 
<= a=b. (定理 2.19) 
Àk iq ae 相 了 矛盾 1 
SEA 2.1 及 其 推论 说 明 , 有 序 对 的 定义 是 有 意义 的 . 它 友 映 了 了 
一 对 客体 的 顺序 性 . 
如 果 有 序 对 的 第 -TRAETH ad .第 二 个 元 素 为 
c phi r PE w<< p> ,之 称 为 有 序 的 三 元 组 , 简 记 为 二 4.5， 
>. 
- 般 地 ,给 出 下 面 定义 . 
定义 2.2 -个 有 序 n(n 这 2) 元 组 是 -- 个 有 序 对 . 它 的 第 一 个 
GRIET a OTH Sa sa a, > 第 IDIR H a, | i 
Faa ` 


ra 

由 定理 2. 1 木 难 证 明 F THU 22 EE, 

定理 2.2 lanar san > = Lb br d D M RIR a5 
b i=l, aton 

由 定义 2.1 和 定义 2. 2 不 难看 出 .有 序 的 ” JG#l G 22) 4 
檬 的 集合 定义 ,但 今 后 多 数 情 况 F Tg 11261 EATA RE n 
元 组 中 元 天 的 次 序 性 ,而 不 去 过 多 讨论 它们 的 集合 表示 

定义 2.3 设 有 4.B 为 二 集合 , 称 由 所 中 让 素 为 第 一 个 元 素 .BB 
中 元 素 为 第 二 个 元 素 的 所 有 有 序 对 组 起 的 集合 为 A 与 BB 的 卡 氏 
积 , 记 作 AXB, AX B= (Sr. |z € AAy6 B? 

设 4= iS a) ,BB 一 (1.2,3) ,不 难 算出 : 

AXB=i<B.> ,2,1 a2 

a3}: 
BASIL D>, Ll a> L D> La 
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<3,22>1; 
AXA=S(<L D D>, LD aD <a, Lad); 
BXB={<1,1 >, <1, 2> <1,3>, <2, 1>, <2;,2>, 
<2,32> ,<3,12>,<3,22>,<3,3>1. 
É 4,B.C 为 任意 3 个 集合 , 卡 氏 积 有 下 面 性 质 ， 
(1) 不适 台 交 换 律 , 即 
AX B BX ARRIE A= ZV B=@ V A=B); 
C2) 不 适合 结合 律 , 即 
(AXB)xC 了 AXtBXO) (除非 A= V B= Z v C= 
D); 
《3) 卡 氏 积 适合 下 列 4 种 形式 的 分 配 律 : 
D 4x(BUC) 一 (4xB)UC4XC): 
@ AXBNOSLAXBINAXC); 
@ (BUC XA=(BXAIU CX A); 
@ (B DC) XA=(BX A INCA). 
69) 与 (2) 的 证 明 简 单 , 只 要 举 出 上 反例 即 可 .下面 证 明 (3) 中 他 
V ry， 
<xr.y>€ AX (BUC) 
= rEAAyE BUO 
=> r€ AAG6 BV y€ C) 
> G€CAAy6 B) V (rE AAy6€ G 
= ir y> E AX RV <r,y2>€ AXC 
aay >E CAX B)UCAXC). 
所 以 中 式 成 站. 
Rok 3 式 的 证 明 贸 给 读者 . 
卡 氏 积 还 有 许多 性 质 . 
Lae. 1] 设 4,B:CD 为 4 个 集合 . 
G) Ax B= ØHH A= G sk B— @. 
(2) 若 A.M) AX BC. 4XxC 当 且 仅 当 BC-C. 
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(3) 若 ACC R BAD, I Ax BCCX D.3E R A= B= @ë sk: 
Ag H. BAAN, HAR. 
证 明 O) 显然 . 
(2) 完 证 必要 性 . A B= Ø tieu RR. FAR BZ. V y 
EB, H H AZ .f(Ef I EA E 
rv>EAXB 
= Zr y> € Ax (AXBSAXC) 
= rEA ASEC 
= yc. 
所 以 ,EEC 
得 证 充分 性 $ B= Ø, hD ARR v. 没 BB <. 


a 


<r,y> € Ax B 
= r€ AAy€ 1 
=u €AA16C BEC 
=> Ar y> € AX C. 
所 以 ,Ax Be. AXC. 
TERA PASEM A AE M iT TVA Ape. 
《3) 证 明 简单 1 
定义 2 4 BA cAn A, Hn TER O2 REE 
Palaren r > r E A A r€ ASA. A ra E dla) 
H n RER CIE AXA X eX An M A SA = eS A,= A 
Uid A ERHI n 8 PREG A". 
没 AnA A, HAA TEE FEIA |— noi m 1.2 sona 
W A, X AX a X Anl 5 XXK XH. 
n HEE RELU EA — HEE R EOE PRAO T PE E M IX 
HERH EE. 
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$22 二 元 关系 


定义 2.5 BRAF PHREEK ATEN nat 
HEE F 3 n AAR AIE, 3⁄4 z = 2 W, #r F 39 — 626 # + N 
HARA. 

ITIRAF Er y> E F AN Fy 

规定 字 焦 名 为 7 元 空 关系 ,当然 也 是 二 元 空 关系 .简称 室 关 
=. 

BDM. F. (<a .b,c d ,123 所 物理 ,化 党 ,生物 ， 
数学 二 ;为 四 元 关系 ， 

Fie (<a b. > La Br CRE hE, EEN Ei 
#&. 

R, = (<1,2> esp .<a,b>> 和 

R= (<1,22>.<3,4>,< HE. JD) EJ ERA. 
5>..21.2.32>,a a. ERA TA ER. 

TREL OJER, KERRAT ERA 
的 一 元 关系 的 定义 

定义 2.6 设 4,B 为 二 集合 .4X 巨 的 任何 子 集 均 称 为 A 划 
中 的 -元 关系 ,特别 患 , 称 4X4 的 子 集 尺 为 4 上 的 二 元 关系 ' 记 
ERS AXA R R€ P'CAX A). 

设 AS imen) B= (Y. AXB t PRD, <a b >i. 
Leanbh <a, b> <a, b> A A R B AATRE 
ha h ba > h [<Cb-a 2 ha >H B 到 有 4 的 全 部 二 
元 关系. 而 B 上 的 二 元 关系 有 两 个 :156 怕 之 }. 扯 上 具有 16 个 

EŠ. 
- 般 说 来 , 若 141 一 mi1B81 一 ”4 到 及 共 有 2”" 个 二 元 关系 、 
及 上 共有 2" 个 二 元 关系 . 
设 4 为 任 - -集合 ,除了 多 为 A 于 的 特别 的 关系 , 即 空 关系 外 ， 
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还 可 以 定义 如 下 的 特殊 关系 : 

称 EA 二 {过 zy 这 |xzEAAyEA} 一 AXA 为 4 上 的 全 域 关 
系 ; 

e aS {ra> rE AH A LAERA. 

E 4 是 实数 集 或 其 子 集 , 述 可 以 定义 下 面 的 各 种 关系 : 

称 Pa 一 {<ry>lrE4AyEd4Azriy} 为 4 上 的 整除 关系 ， 
EF rly 为 了 整除 y- 

称 L. = (<z,y>|z=€ AA5€6 AAz=y)2 A Eñ j FE 
另外 , 设 4 为 任意 的 集 从 ,下 面 的 关系 也 是 常见 的 - 

#RC A = Ar y> rA Ay TAAT y PCA) EWEEK 

S= ary D> >C AA5SAA2zCy8 PAO RE RD S 
关系 . 

下 面 针对 集合 给 出 -- 些 与 二 元 关系 有 关 的 概念 . 

定义 2.7 RRK RAP 

domR={x|3 y(=Ry) + 


为 RR 的 定义 域 , 称 

ranR= (yiJ r(xrRy)} 
为 如 的 值 域 , 称 

fldR=domR UranR 
H R HER. 

设 R= lab) Re (ab Te dD, Ke, f>) Ri EL 2> 
<3,42>.<5,62>1,4 a ,b PIRATI R R 均 不 是 关系 . 
由 定义 得 

domR,— @.ranR,= Z .lanR,— Ø- 

domR,= c.el.ranR,= (d, f), 

idR = iced f 

domR,={1.3,5},ranRı= {2.4,6), 
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fldRs— {1,2,3,4.,5,6}. 

定义 2.8 设 F.G,4 为 3 个 集合 . 

D RES [< r,y2> |<, D> € F o, 

(2) #E F G= {<r y> j] z(<xr,z2> €G Az ,y2> € F)) 
为 五 与 如 的 合成 或 复合 

(3) BEF KA= <r y> ry >E FArEA AFEAL 
的 限制 . 

(4) 称 F[ A]=ranCF AOR A fE F Fil. 

(5) 若 对 于 什 意 的 yE ran F .nfE—Mh f E E .rE dom 天 .使 得 一 
xz 人 > € F, WFE F 足 单 根 的 . 

《6) 车 对 于 任意 的 rE domF, 唯 -- 地 存在 着 y€ ranF .使 得 -二 
T, CF, WIE F EAH. 

在 定义 2.6 和 2.7 中 :请 注意 以 下 两 点 : 

(1) 有 的 上 二 限制 R.F.,G 为 二 元 关系 ,4 为 任意 的 集合 :而 
在 定义 2.6 和 2.7 中 ,没有 给 出 这 个 限制 . 其 实 , 盛 论 F.C 是 否 3 
二 元 关系 .定义 中 得 到 的 五 ,FR。G,F ?44 拘 为 二 元 关系 ,当然 有 
叶 为 空 美 系 . 而 当 R 中 无 有 序 对 时 ,domR,ranR ,fldR FJ 372. 

D 有 的 书 上 将 玉 与 的 合成 定义 为 

F G= < r,y2>!3 z(rFz AzGy)). 

不 妨 将 本 si E X PJ r IK PK U F j CG BJ 338 PF pk. E a 
的 合成 你 为 顺序 合成 . 本 瑟 中 下 面 遇 到 的 合成 均 为 道 序 合成 . 

[#] 2.2] iZ A= 1la.b.c d B= iab, Ce d>}, 
R= [<a b>, Le d>), F> [La b> a, ja) >, lay, 
das (a h> GS iah e> de> k 

G) ATB RT 

Q) B- RT), G e E.G ° R.R ° G. 

GB F (al, F (tay) F Pia,la)) FT hatay), 

D) F[ía)], Fia, ta) FE ia) l, F [itay]. 

解 
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(1) ATSB, B = (<d, > R= {ba ,<d,c>}. 
(2) B+ R= <d, d>}, G ° B= (<c,c>2>4. 
C R={[<a e>, Le >} R ° G={<d, d>}. 
O) F F tal= [<a b>, Zu, la) >h, 
Filas {<la}, dg {a} >} 
F l (asta) 
F y al}={<{a amh 
(Ga) Flia) ]= ib, {a}}, Fla, la} }]= (b, la}, {a, (a}}}, 
F Ulat l= Ø, FL a} ]= (a}. 

在 以 上 的 运算 中 ,是 按 着 求 道 运算 优先 于 合 或 ,限制 、 银 运算 
进行 的 ,还 规定 求 逆 运算 也 优先 于 求 定义 域 , 值 域 和 域 的 运算 ,并 
规定 定义 2. 8 中 给 出 的 各 种 运算 都 优先 于 集合 的 并 、 交 、 相 对 补 、 
对 称 点 等 运算 . 

定理 2.3 W F,G 为 二 集合 , 则 

Q) dom (FUG)=domF UdomG; 

(2) ran(FUG)=ranF UranG; 

(3) dom (FNC)EdomF fldomG:; 

C4) ran( FNG)EranF franG:; 

(5) domF —domG dom (F—C); 

(6) ran¥ —ranGEran(F— G). 

证 明 AEREO), 4, (5). 

CD y = 

+€ dom(FUG 

= 3 yay >E FUG) 
= 3 ya y> EFV Ar y> EG) 
< 3 yar y> EF) VI yr ym € (G) 
<=> rEdomF V z € domG 
<= z€ (domF U domC). 

所 以 ,dom (F UG) —domF UdomG. 
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(D) V y 
yErantFNG) 
s> J alar y> EFN 
=> 3 r(<xz,y>€ FA<r,y>6€ G) 
= J Kary EPAI rr, y> EG) 
<=> yE ranF A yE ranG 
< yE (ranF franG). 
FTA ran CFNG) CranF N ranG. 
(5) V = 
r€ (domF—domG) 
=> z€ domF A z & domC 
> 3 Kry EF) ANY z(<r,zD>> & G) 
= 3 yr, y> E (F—G)) 
<= rEdom(F—0). I 
请 谍 者 举例 说 明定 理 2. 3 中 (3)-- (6) 中 的 等 号 不 一 定 成 立 . 
定理 2.4 RF AERAN 
《1)》 domF-!=ranF, 
(2) ranF '=domF; 
(3) OQ OTF, F AKRE. 
证 明 (D V > 
zxEdomF-! 
= 3 yry >E FT) 
=> 3 yyr € F) 
<> z€ rranF. 
所 以 ,dom 开 -= rang. 
类 似 可 以 证 啊 (2). 
O F ARRARO =F, FRENAR. 
GD CR 故 AE KATO -SF f 
定理 2.5 iR -RoR 为 三 个 集合 , 则 


CR, ° Ra) ° R,=R, ° (R, ° Ra). 
证 明 Y <r> 
<r y> € (R, ° K.) ° R. 
<= J (rz ER A <=,y2>€ R. ° Ra) 
< 3 (AnS ERAJ Led E R A y> € R.) 
<— g J (<r,z> € R.A (<z, t> ER: A <t,y2> ER)? 
— g G ers ER, A Le ER A<, y> € R.) 
<> J (ar> € R, ° R.A y> ER) 
< Lr y> ER ° Ra ° RD. 
所 以 ,CR R) ° RSR e Ree R). 1 
本 定理 说 明 集合 之 间 的 合成 运算 满足 结合 律 
定理 2.6 IRR RoR 2 4 E G W 
CD R, ° CR U RD =R, ° RURI ° Rs; 
(2) (RUR) > RSR, ° RUR ° Ras 
(3) Rio (R, IR OCR, ° RNR: ° Ras 
GD (R. R, ° RER ° RA R. ° Ra 
证 明 D Y <>, 
Lry > € R. ° RUR) 
< J earr > € RURO A <x. y> € Ri) 
— 3 Lr ERV Lar D ERD A <, y> € R) 
<J ERA Say DER) V (Cr > € R. 
A <z y> € R.) 
< g r> E R A Czy > EROVI er> € 
RA Zz y > € RI) 
< r y> ER ° Ra V Ary € R. ° Ra 
<— ry € (R. ° RUR ° R) 
DPR. 
G) V <x,y> 
ar y> ER ° RNR) 
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= I(r y> ERAR A <z, y> € R.) 
> 3 ar> ERA r> € R, A <z,y> ER) 
= J (<r, > € R, A <z,y> € R.) 
AJ (ar> € RA z y> ER) 
= <x,y> € R ° RAZI y>ER ° R. 
== <x,y> € (R, ° RNR ° R.). 
故 53) 中 包含 关系 成 立 - 
《2) 与 (4) 的 证 明 留 给 读者 . d 
请 举例 说 明 (3),(4) 中 等 式 不 一 定 成 立 . 
定理 2.7 I F,CG 为 .集合 , 则 
(F G) =G 1° RU, 
证 明 V ge, y> 
<r,y2>>€ (F G) ! 
= < y r> EF. G 
> 3 (ayr EGA Szr >E F) 
= 3 z(<xz,y2>€ G''A r> EFT) 
= J <z(<r,z2>€ F 'A—<z,y2>€G ') 
< Ar y> EGT F | 
定理 2.8 BRS, A.B BRER AEA 
Q) R PCAUB)=(RT ADUR NB); 
(2) REUS UR AJ AE S}; 
G RPCANMNB)= RF AINGR tB); 
(RIMSw=N RL AJZAC.); 
(5) (R. S)À A= R (S hA). 
证 明 下 面 只 证 (2), A), 6G). 
(2) V <r.y>, 
Sry > € R F UZ 
— Kr y> ERArE UA 
> Kr y> ERAJ AAE ArE 4) 
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< 3 Ar y> ERAIEA AACA) 
= g Ar y> ER ANAE S) 
<> Ar y> EUR FAlAC. S). 
(4) V ry 
<xr.x>€ R L NAS 
< <. > ERAEN 
<= Ar y> ERAY ACAE rE A) 
> V Ar y> € RA (T AC NAY z€ A) 
<> V AGKC72r.y>€ RA TACS) V Triy € RA =:€ 
A) 
<> V ACO Cry RV AC.) V Er 
<> V ACTAE Yr y> € R l AD 
<> V ACAE Sr y> € R F A) 
<= Lr y> ENR AJAE FH 
EEPE Bcr y> ERI NANA HEWER 
NIN RMA, E Lr € IR P'A|AC 1 NE N y & 
R 为 假 . 
G) rn, 
<r,y>€ (R ° S) FA 
=> r > €R- SArEA 
<> J rr ESA Lry E RY Ar 6 A 
< 3 z(a >ESArE AA Zz y> € R) 
<=> J z(<xr,z2>€ S AAZ 226 R) 
<> -一 rrER Gd 1 
定理 2.9 RSA Bos IRER A= Z, MJ 
(1) REAUBJ]J=R[AJUR|[ B]; 
(2) REU J= U RL AJ| AC. 
(3) RLAGB]CR[AJNFLB)]: 
《4) RENJEN IR[AJI AC.) 
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©) RUA] -R[ BIC R[A— B]; 
(6) (R -S)LA]—=RL[LS[ AJ. 
证 明 只 证 时 (2?.C4) ,05)， (6) 
(2) V y. 
YE RLU.] 
> F rE U. A e yE R) 
€> 3 eg AAE ArEA)A Sr y>ER) 
S 3 AAE SAJ ra EAA r y> ER)) 
= 3 AAE AxERAD 
= yE U(R[AJ| AC... 
G) Y y, 
vERLN z] 
SGre NYAS y> ER) 
= 3 eY AAE rE ADA Lr y> € R 
= 3 zV AUAE rE AA Sr y € R) 


D 


=V AJ UAE. r€ A) A Lry >E R) 
=> V AG UAE rE AY A<r.y> € R)) 


D 
=V AG (AE S =rE AN r y> ER)) 


— V AAE =>] r(z€ AA Tr y> € R)) 
= V ACAE —>yERLAD 
= y€ N :R[AJI| AC. ). 
KERO. CAHAR. 
DI zV yAlr y) >Y yI rAr y IKER. 
@ (Pap A= pig Ar) RER. 
(5) V y. 
y€ (R[A]—RLRBJ) 
= y€ RLAJA yE RL BJ 
<=> yE RLAJA TyE RLB] 
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<— 3 zx(z€ AA Lr y> ERATI rlr € BA r y> 


ER) 

> J rr EAA Lr y> ERAY z=( "x€ BV Try 
>ER) 

< Jr EAA Zr y> ERAY z=(<r,y2>€ R—>zx& 
B) 


mD 
ša XrEAATry>ERArE B) 
= 3 z(z€ lA- B) A <r y> ER) 
< x€ F[A—B]. 
请 读者 证 明 吃 , 即 证 下 面 推理 : 
前 提 :3 rE AA <r y> C R), 
V zC<xr,y >€ R— =Ë B>. 
H ra EAA Lry > ERATE B). 
其 中 y EANA EAE 8 3) ER E T 
(6) Y ys 
yE R. OLAJ 
e 3 rlr E AA Tr y>ER ° S) 
e 3 z(z€G AAJ Ar € SA <:,y> € R)) 
= 3 rJ EAA LaS ESAK € R) 
< g g rr ECAA Lr ES NAT € R) 
< 3 G€ S[AJA <#,y>€ R) 
< y€R[SLAJ). 1 
本 定理 中 3), (4),(5) 风 为 包含 关系 , 当 R 为 单 恨 时 ,包含 关 
LR 2.3] i R—=(<r,y2>|z,y€ ZA y= 
2}, BŽ 40,—1,—2). 
(1) 求 RLANMBI] 和 RLAJNM RLB1; 
(2) 求 下 [4 一 FLB] 和 F[LA—B1. 
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lri 4 一 49,1， 


解 〈1) 显然 有 R[LA 站 如 一 RLitO 门 一 (0) ,而 

FLAJ]N FCB I= {0,1,2} N10;1,2}= (0,1,2). 有 
RAN BIGCFLAJN FLB]. 

(2) FLAJ—FLB]={0,1,2}— (0,1,2) =Ø, 

FL[4 一 BJ 二 F[{1,2}j 二 11,2} ,因而 
F[A]—F[B]C FLA— B]. 

以 上 两 个 真 包含 关系 产生 的 原因 是 R 非 单 根 . 

H Seir y> lzy EZA y=) A B RE, HEM 

《2) 中 的 问题 ,就 会 得 到 两 个 等 式 . 


$23 关系 矩阵 和 关系 图 


关系 年 阵 和 关系 图 ?是 除 了 集合 之 外 的 男 两 种 表示 关系 的 方 
法 . 这 里 所 谈 关系 是 指 集合 4 上 的 二 元 关系 . 

定 文 2.9 设 4= {roma s, z. RCAXA,W EBE MR = 
Oyda A R 的 关系 和 矩阵 ,其 中 

l, ZRT; 
Tlo, BW. 

A REMA FINE ATER: 

01) RRRA RARS R BJ A EE BE E TJ A E — F T. WE SE 
的 . 

C2) M Y= MRY. 

C3) 兰 对 一 0.1} 中 的 元 素 的 加 法 使 用 做 辑 加 法 (0 十 0 二 0， 
0 十 1 二 1+ 0 一 1 十 1 二 1), 则 对 十 任意 的 Rj,R: 守 4X 有 4, 均 有 

MCR, ° R.)= M(R,) * M(R.)- 

H G, (3) ATAN, BE FI SE EE 3833: ONA ë RP 3 pk TR ii e 

关系 及 合成 关系 的 关系 矩阵 ,从 而 可 确定 其 集 台 表达 式 . 


如 “关系 矩阵 利 关系 岁 是 对 有 穷 集 合 上 的 二 元 关系 所 定 广 的 - 
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EB 2.4] 设 4=taspscjRaRG4XA, 其 集合 表达 式 分 
别 为 
R i= {Laa > .ab Aba b.) 
R= {Zab <a, >> <b>). ` 
用 MRD, MR ME MRT, MCRZ), MCR; ° Ri) M(R, ° 
Ra) MCR: = Ri) s MA iñik H E 165 E A 225 K. 


1 1 O] O 1 1 
解 M(R)= i 0 l|, M(R,)= 0 0 中 
0 0 o lo 0 0 
i 1 o] | 0 o| 
MRT = 1 0 0i, MRJ) 1 0 oj, 
o 1 N ll 1 0 
maig rfi ) O] Gi 1 1 
MR e R )= 1 0 1|， Ë o |- 1 1 中 
lo o oi i000 lo ð O 
ro 1 1 | 1 | [ 9 1] 
MR e R= lo o ije |i o II=Io 9 oj, 
o o oj lo o oj lo o o 
np tro rl N ñ 1 | 
MiRso R = 1 0 1fejo o ijsjo 1 1|. 
o 0 0 lo ool b o o 


HEAO 

RP = (<a,a> <a,b> h aD ,b>}, 

Re t= {ba ,eda> ,b>), 

Ri ° R= (<a,a2> a b>, Caw, ba hb} 

R, ° Re= (Laa > ac>), 

R, ° R= (La, b> La eD Lb hD b >h, 

定 广 2.19 没有 4= [rorot RC AX A, A A PRY 
顶点 ,在 图 中 用 “。” 表 示 质 点 . E x,Rzj, 则 从 顶点 z, 向 =>, 引 有 向 
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边 二 nz 人 >, 称 所 画 出 的 图 为 R 的 关系 
2.1 给 出 了 例 2.4 中 各 图 的 关系 图 ( 除 GR, ° 


GR GROR:) GRORO 


BH 2.1 
当 4 中 元 素 标定 次 序 后 ,对 于 任何 RCAX 有 4， 
GR} 与 的 集合 表达 式 也 是 可 以 队 一 相 怕 确定 的 ， 
ARER KJEE. Ki 


* 记 作 GCR). 


ROAD. 


R 25 # sl 
因而 R 的 集 


鲜于 考 均 可 以 唯一 相互 确定 - 容易 看 出 ， 


关系 的 集合 表达 式 便于 书写 ， 


清晰 - 

设 AS jasar an) B= {bsb aba) RC A 
DEX R BJ 36 8 5E E: MCR) 和 关系 图 GR). HEM 
阶 的 ,GCR) 中 有 向 边 的 方向 均 是 从 4 中 元 素 指 v 向 B d 


系 矩 阵 便 于 存储 ,而 关系 图 直观 ， 


> B , 38 4) uf 
(R) 是 nxm 


$2.4 关系 的 性 质 


PERH. 


有 必要 说 明 , 本 节 内 讨论 的 是 非 空 集合 上 的 二 元 关系 的 性 质 . 


定义 2.11 设 和 4 为 一 集合 ,RESAX A. 


D ”关系 图 是 图 论 中 的 有 向 图 . 
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G) 苦 对 于 任意 的 E44, 均 有 xRz, 则 称 尺 是 A 上 自 反 的 二 
元 关系 ,也 即 
尺 是 月 反 的 < 一 Y ra EARI). 

D 若 对 于 任意 的 7E 4, 均 有 xz 中 xz 名, 则 称 R 是 A 上 反 自 反 
的 二 元 关系 ,也 即 
R ERARIS V x(xE A—xrRz) 

《3) 对 于 任意 的 zyE4, 若 zxRy, 风 >Rz, 则 称 尺 为 4 上 对 
称 的 元 关系 ,也 即 

R ERRA Y zV yCrEAAyE AArRy ryRr) 

(4) 对 于 任意 的 +,yE A. zRy H r> y.) yK z, WUER A 
4 上 反对 称 的 二 元 关系 ,也 即 

民 是 反对 称 的 <=>Y rY yCr € AA yC AA.2Ry A yRz=— z= y>. 

(5) 对 于 任意 的 ,yzE4, 若 Roy H yRz, W Rz. MEE R 
为 A 上 传递 的 元 关系 ,也 即 

呈 是 传递 的 >Y zV yY zG C AAy6 AAz6 AA xRy A yR= 
—=rRz). 

由 定义 不 难看 出 下 面 5 个 定理 足 成 立 的 - 

定理 2. 10 设 RE4Xx4, 则 下 面 的 命题 是 等 价 的 ， 

《1) R FË 269; 

(2) TaER; 

(3) R REF EJ; 

(4) MtR) 主 对 角 线 上 的 元 素 全 为 1; 

(5) CCR) 的 每 个 原点 处 均 有 环 写 . 

定理 2.11 设 RCAxXA4;, 则 下 面 命题 是 等 价 的 ; 

(1) K 是 反 自 友 的 ; 
(2) I Q R= Z; 


3: Rr 3 l<. z. z2> & R. 
© AA L 38 PI b fm Bg u dË E 52 3. 
基 ”顶点 x 芭 自身 的 有 问 边 < 上 ,ec> 称 为 环 , 这 个 慨 伟 在 图 论 中 还 要 严格 定义 . 
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(3) RER B bei, 

《4) af 有 R) 主 对 角 线 上 元 素 全 为 0; 

《5) G(R) 的 每 个 顶点 处 均 无 环 . 

定理 2. 12 RE4Xx4, 则 下 面 命题 是 等 价 的 : 

O) R ÆRA; 

Q) RSR; 

3D MLR) 是 对 称 的 ; 

C4 G(R2 中 任何 二 个 顶点 之 间 若 有 有 向 边 , 必 有 了 若 条 方向 相 
反 的 有 向 边 . 

定理 2.13 iZ RS4x4, 则 下 面 命题 是 等 价 的 : 

(1) R 是 反对 称 的 ; 

Q) RN R'E; 

《3) EMOR, F ERKI 一 一 1G6 天 让， 则 必 有 ra=; 

OD 在 CCR) 中 ,对 于 任何 一 项 点 ron GAED AAA lai < 
Aoa > WERA K ,x 之， 

定理 2.14 设 ROAXA NFE REE: 

(1) R 是 传递 的 ，; 

O) R: ROR; 

(3》 在 MCR ° RP EIER BJ o= 1. MO PHEA pú 38 
ru =l; 

(4) 在 CCR) 中 ,对 于 任意 顶点 二 rr €A f p a< x, 
D> <=, z], ME # Ji < x, z, > (EI 26 3À =, 到 re 有 长 为 
2 的 有 向 通路 , 则 从 x 到 z, 必 有 长 度 为 1 BJ S EAD). 

取 集 合 为 自然 数 集合 N ,讨论 下 而 各 关系 的 性 质 : 

L.— {ry IrENAyENArEy}, 

Le 54r v> |< € NAC NAz==<y), 

L,=1<<=x2>' r€ NAy€ NArSy), 


中 ”有 向 通路 请 见 图 论 中 通路 与 同 路 的 定义 . 
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L>==1<zr.y2>|r€ NAy€ NA r>), 
Los [Kr y>] C NAyC N Ar EBE y). 
Is={<r iy> IrENAyENAr=y}, 
Exs={<riy>|rENAyEN}. 
容易 看 出 :I 各 工 > 是 自 反 的 、 反 对称 的 、 传 递 的 . 
工 < 和 工 > 是 反 自 汉 的 .反对 称 的 、 传 递 的 . 
Lo 是 反对 称 的 和 传递 的 .注意 Lo 既 不 是 自 反 的 ,又 不 是 友 自 
反 的 ,其 原因 是 0€ N. 
Is 为 N 上 的 恒 等 关 系 , 它 是 自 反 的 .对 称 的 、 反 对称 的 ,传递 
的 . 
Er 是 N 上 的 全 域 关 系 , 它 是 自 反 的 .对 称 的 、 传 递 的 . 
[@ 2.53 设 A={a.bc} ,RS 三 4XAQG 一 1,2,…,6), 它 们 的 
集合 表达 式 分 别 为 : 
R = (<a, <a, b> Lb >,a r>), 
R.,= i La aD ,Cab Lh, D a>}, 
R= {Lau >, Lb bD <a hD Lha D ,>}, 
Ry <a a> <a b> da Leeha 
Rs— (La a> La bD Kb b> ,ec>}, 
Re= {La b>, ba D>, 6, > La a>). 
讨论 以 上 各 关系 的 性 质 . 
A ” 先 画 出 各 关系 的 关系 图 , 见 图 2. 2 所 示 . 
JA 28 88 81 ASA Hi ; 
R, 是 反对 称 的 和 传递 的 ; 
R, 是 反对 称 的 
R, 是 自 反 的 、 对 称 的 和 传递 的 ; 
Re 是 对 称 的 : 
R, 是 自 友 的 .反对 称 的 和 传递 的 ; 
R, 没有 讨论 的 5 种 性 质 中 的 任何 一 种 性 质 ， 
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b i 
GRD GR) GR) 
| | Z. 
> < o O è e 
GRD GRO GRD 
图 22 


EH 2.15 设 R RAXA. 

G) 若 RoR: Æ H BHI R UR: R UR R NRR, s R, 
(R, > ROEA RA. 

(2) 若 RoR: ERAÉ ROR R URGR 站 RR 一 
R:(Ra— Ridt b: bz Ë RG; 

(3) 车 RoR: EIH I RT R, R URR ORR R, 
(R,—R D — R = E,— R R: 也 是 对 称 的 : 

(4) # R R, 是 反对 称 的 , 则 R. RI'R, [N Ra Ri — R. (R.— 
Ri) ,也 是 反对 你 的 ; 

(5) Ë R. R 是 传递 的 ,网 RT ORI R N Re 也 是 传递 的 - 

证 明 (1) 只 征明 R. : Re 

YrEA 

= Larr > ER A Zr r> € R. (RoR: 是 和 白 友 的 

= Lr, r> € R. ° Re 
FER, ° R, 是 自 反 的 . 

C2) 只 证 RNMmR;. 
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#3 +€ A, tE 
<xr,z> € R. YR, 
= <x,z> € R, A <r> ER. 
这 与 R 与 R, ER B 528 Ff A Bir R (YR, 足 反 自 反 的 ， 
(3) 证 明 RiR: A~ F. 
V r.y€ A, 
riy>ER—R, 
< 一 ry>ERNTr, y> ER: 
= Ky r> ER A <y, r> & R. (R Ra 是 对 称 的 ? 
> yr € RI: Rae 
所 以 ,R, 一 Rs 是 对 称 的 - 
V r.y€ A 
<r.y>€ ~R, 
ry EE (EaR) 
<r, >C E A< r. y> R 
yrd EEr A Sya >> R, EaR 是 对 称 的 ) 
<y,r> € Ea R.) 
yr E ~R 
所 以 .一 & 是 对 称 的 . 
CAD MR RI! 
若 3 r.y€ A R réya 
ER Ay rER! 
< 一 >€ R A< r>. 
这 与 R, 直上 反对 你 的 不 盾 . 所 以 R 是 反对 称 的 . 
55) MEdH R ANR 
V u,ys z€ A. 
z >€ R R A<, z€ RNR 
< x. D E R A<. r. ER A Lyr Dd ER A Syz 
ER: 
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ir 


> (Aar yD ER A Lyr € R) A Cr y> € R, A <y.Z 
DER) 

= <xz,z2>€ RI A rz > € RR R; 传递 ) 

< Arr > € R NR- 
所 以 ,RINR; 是 传递 的 . d 


§ 2.5 二 元 关系 的 寒 运算 


前 面 已 经 讨论 过 集合 的 合成 运算 . 本 节 讨 论 集合 A 上 的 关系 
的 合成 运算 ,特别 是 讨论 同一 个 关系 的 吞 运 算 . 

定义 2.12 设 RCAXA,n 为 自然 数 ,R Hn KEE R E 
中 

Q) m= Lu 

《2)》 RO SR o RnS. 

显然 R" 还 是 4 上 的 一 元 关系 - 

设 A= lashe) RC AXA, H R={<a b>, Zb a>, 
<ac>) R R H RKE. 


as 


R=R o R=R= |La, b> ba Kaea 
RSR o R= {La a>, Lbb br), 
R °= RË o R= (<La, b> Lae D> ba > ER, 


BIR e R=R °: R=R’, 

R'=R' e R= Rè. R=R = 
PFR 一 R' 二 R, 有 ==0,1,2,… 

R*=R°,k=1,2. 

AAR KEMARI 请 看 KAEH. 

定理 2.16 设 和 4 为 含 个 元 素 的 有 穷 集合 .RCA4XxXA, 则 在 
在 自然 数 o LWE KaL" ,使 得 R'= R'. 

证 明 显然 PCAX Ari SË 3 XT RAS EET BI BU , BRIERE BJ 
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ARR H R EPCAXA)kR=0,1,2, s (Ñ IPCAX A)|= 27, 3 
J R ERE RUR e RÝ, RE 2” 十 1 个 PCAX A) 的 二 元 
关系 ,由 篇 梨 原 理 也 可 知 ,在 在 sot, PEE 0 所 <t 志 2” ,使 得 R = 
R l 

关系 的 寡 运 算 服 从 指数 律 , 见 下 面 定理 - 

定理 2.17 设 RSA4XA,m,n 为 任意 的 自然 数 , 则 下 面 等 式 

RL: 

G) R” » R*= R” r", 

(2) (R"y"= R. 

证 明 (1) 任 给 mr 后 ,对 作 归 纳 法 . 

n=0,WJ R” © RSR” o Pa =R" = R9, 

假设 R” = R'= R", 

R” e RSR” e (Re R= (R” ° R") ° R' 


= (R=t") eR (归纳 假设 ) 
=R" R 
=R" (是 的 定 文 ) 
Re n, 


请 读者 自己 证 明 (2). 1 

定理 2.18 i RSE4Xx4, 若 存在 自然 数 O<), (E RS 
RW FERR: 

(1) RHS Rtt REN; 

(2) RHEES R H ki CN, pts: 

(3) A S= {R R s R) W FALE 9E N, 均 有 R'E 


证 明 由 定理 2. 17.《1) 的 成 立 是 显然 的 . 
C2) 用 (1) 直 接 证 明 (2).4 一 0,1 时 显然 ,考虑 kR 


G ASHKAR XU M fht EE , © Hy a 8 I ERDER 8 Ca DLS TOE z AS 
WBE -RKA 2L 2 A LIEST -RERNA NE. 
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Rr pt 


Rt 
= RHG- bap, 

= Rt nao 《利用 (1)) 
= RHH DaD Hr 


= Rt -a OH 
=R 


Rt Danii (利用 (1)) 
Ra 
SRE 
SR. (利用 (1)) 
请 读者 用 归纳 法 证 明之 . 


(3) 用 (2) 证 明 (3). 
若 9 委 :一 1 ,结论 显然 成 立 . 设 g W >s, ATTE ki E 
六 ,使 得 


g =s+ËG— s)+: (CO<srsSt 一 > 一 1)》 
=s+kp +i 《五 一 上 一 了 
于 是 ， 
RRHH 
=RU 〈 由 (527) 


而 “二 ss 十 :一 一 1 一 上 1 所 以 RES， I 
由 定理 2. 16 可 知 ,对 于 有 穷 集 合 上 的 关系 尽 来 说 , 必 人 存在 5 
GDE RSR. EHE 2. 18, 可 以 化 简 六 寡 的 指数 .但 对 无 
穷 集 合 来 说 就 不 一 定 存 在 ;,t. 使 得 R'= R T. 
【 例 2.6] 设 RC AX 4, 试 化 简 RI" 的 指数 . 
Q) DH R =R"; 
(2) BAI RSR; 
(3) BR RSR 
和 解 ”用 定理 2.18 中 的 (3). 
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O) RoR RI RE (RS R. RO. 
O RHS RIN R = R'E {R RI S. RJ. 
(3) ROZ RM S R SRE (RU R' R"). 


$2.6 关系 的 闭 包 


设 和 4 为 一 个 非 室 集合 ,4 上 的 关系 R 不 一 定 共 有 讨论 过 的 5 
种 性 质 中 的 某 些 性 质 ,本 节 讨论 最 小 的 包含 及 的 关系 R AEH 
有 所 要 求 的 性 质 ,这 就 是 关系 的 闭 包 .- 

定义 2.13 i& AZ ROS AXA,,R 的 自 反 闭 包 ( 对 称 闭 包 、 
传递 闭 包 )R' 满足 如 下 条 件 : 

(1) R' 着 自 反 的 (对 称 的 .传递 的 )， 

(2) RER', 

C3) A 上 任意 的 自 反 的 (对 称 的 、 传 递 的 ) 关系 R F RER", 
则 R'C R. 

2 H| FCR). CR). CRF BIR O R WJ E BEH tt. AT PEI G l 
传递 闭 包 . 

【 例 2.73 设 A 一 {1,2,3,4) R = 1<l1,222< 1,42. 3.4 
SJR FCR) s (R) WR) 的 舌 系 图 ,然后 写 出 它们 的 集合 表达 式 。 


GER) GArCRYY 
GORD) GLR) 
图 2.3 


图 2.3 分 别 给 出 了 RR,rCR),sCR) ,ECKR) 的 关系 图 . 
rR) SLUR, sR) =RU(<2,1>, 43> 11> ER) 
二 RL( 见 定理 2. 19). 
定理 2.19 H ROAXA H AZZ, W 
D R EH BBJ3 HA reR)= R; 
(2) R kxd BRBJ24 HILH s CR)= R; 
O) 尼 是 传递 的 当 且 仅 当 1R)=R; 
木 定理 的 证 明 简单 ,这 里 不 再 缆 述 . 
定理 2.20 REA 4 天 局 ,RiRsC4X4 ,日 REK. 旭 
(Dr (RYDEr(R): 
(2) (ROTS CR); 
C3) ROTER). 
证 明 (1) V Sr y> € AXA. 
苦 一 zy 一 Er( 及 ,分 两 种 情况 讨论 : 
D ycr EEH <r y> Arr E rR); 
Dry, 
<=z,y2>€ (R. 
= Ar y> € ñ, 
=> <+r.y> € R. (RISER) 
= ry € r(K,)- 
FED erR Cr (Re). 
(2) Y y> E AXA E yD ESR D U Sry € R. 
或 过 +,y 祈 长 Ri; 分 别 讨论 : 
CD ry>ER, 
= r y> E k (RER) 
= Zr y> ESR). 
ry ER 
= <y r> € R. 
= <y,z> € K, (RIR) 
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> Ary > € S(R,). CH stR,) 其 有 对 你 性 得 》 
FELA sR OCES CR). 


(3) Y Ar y> E AX A... y> € !CR,) :分 两 种 情况 讨 
论 : 
D <. > € R. 


CRIER) 


> J0 E1A 
X> R.) I 
定理 2.21 AACR R. AX A.J FPI Kas. 
CD RURO =r(R DU rR): 
D sR URO =s (RO USR); 
C3 ARO UR OSER UR). 
证 明 
(1) 有 Er A R Tr R) 
= R. UKR,C (R IYUrt R; 
> rR UR OGRO UR: ). 
由 RO Ur ( R.) BE Ë KI A J A BL RRS E 3 n] XI R o 3 JE 
WOE F. rR Ur CR.) Æ A ERA E 2 y. 
又 R.CR UR, AR,C R UR, 
> ROIR URD Ar ROTAR UR) (EM 2. 20) 
= ARVUR) rR UR). 
所 以 (1) 式 成 立 . 
类 似 可 证 (2) 成 下 
(D RICR UR, AR,C R UR, 
> ROTER, UR) ARO CERU R, CEH 2. 20) 
> ROU ROTAR UR. | 


注意 ,定理 2. 21(3)rh AER- ER BI (R, U R.C 
CRO UaCRs) 不 - 定 成 立 - 举 反 例如 下 

HC A= {abse} RSi eb nbc >h R= iea), J 
ERO UERR D= I<a,6> Ah, >, Ca D Lead (2: Z Á 
是 传递 的 ) ,而 :CR U RO SEAC 4 上 的 会 城 关系 ) ,显然 ,Ea 
CR) UCR). 

定理 2.22 R RC AXA H A= , WJ 


r(R)=RUTL,. 
证 明 RUZI, 是 自 反 的 是 显然 的 . 
RERUI, 
= rRIErRUI) (定理 2. 20) 
= RSERUT, CAH RU, 是 白 反 的 及 定理 2. 19) 


REr (RIATIErR) 
=RUI,C rC), 
所 以 ,rCR) 一 RUFr I 
定理 2.23 Ek RC AX A R. A= Z ,WJ 


sC(R)= RUR 1. 
证 明 ”首先 请 读者 证 明 RU R` :是 对 称 的 . 
RC RUR-' 
= sR (RUR) 《定理 2. 20) 
> sR)CRUR "(由 定理 2.19 知 ,RUR DSRUR’) 
X RESCR)AR- TSR) (x) 


= RUR 'Cs(R). 
IE B.B. CR)= RUR. 
Cx) 
Yy EA E 
Sry ERT 
> <y,z> € R 
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= <y,z>>€ s(R) 
= <z. y> Es(R). 
A,R sR). Í 
定理 2.24 IE RC AXA H A#+Ø, M] 
O SRU RU. 
A Y HEPR sË FE 8 EWE H tH F ÉI A gh Bi. 
命题 1 RUR U- ERW. 
证 明 Ye.3yzE4， 
Kasy ERURU A <y> ERURU 
=> g sar y> ERNAI Ay DER) 
= arD € R e RSR TRUR U. 
MA RURU ER. 上 
命题 2 HTE E ARE n A 


R'a (R). 
证 明 ”对 作 归 纳 法 . 
n=1 H. RORO TR. 


设 n= k HF, RICER), 
.n=k +1 时 ,让 明 如 下 : 
Vz, y€ A, 
Lr y> ERT =R eR 
< Ir ERA Ly € R') 
= GLAD ER) A Lt y> € :(R)) ORARIE) 
<=> Lr y> € CR). 
PLR CRO. | 


下 面 证 明定 至 . 
RC RUR U 
= (R) Sz(R URU ::-:) (定理 2.20) 
= (ERURU =. (命题 1 和 定理 2.19) 


又 由 命题 2 可 知 、 
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RELR) RETER?) p 

= RUR UCRY. 
t EPD, ROSRURU =. Í 

推论 设 4 为 非 空 及 为 有 穷 集 合 ,REA4X4, 则 存在 白 然 数 
11819 

ROS RURU UR. 

证 明 由 定理 2. 16 可 知 , 存 在 自然 数 scr E R'— K. 
再 由 定理 2.18 可 知 RR? E [R °. R U, RU. Iml Fi 
定理 2.24 可 知 、 

#(R3=&Ug#F2U-- UR. A 

(@_ 2.81 H A= a,b,c). R= {<a b> .b> ,bc 
>, Lcd >} R rR) ss (R) ,CR). 

# (R) =RUI = [Za b>, ha> .b> <, d>) U 
La SE R. 520 8 RADARE RO U= R UI, 的 
形式 . 

sCQR)=RUR != (<a> ha> < D> c d>, 

eb> <d. >). 

经 过 运算 不 难 发 现 ， 

R? =R? k51, 200s 
R" =R',k=1,2, 
其 中 、 
R= La aD b bD Lar, Cd > 
R= La hs bd ,be abh. 
所 以 ， 
,r(R>ə=RUR UR: ={<a b>, Lh a> b, >> c. d>, 
Laad, Lb b> <a >. d> <a. d>. 

其 实 , 可 以 用 关系 矩阵 的 寡 求 5(R) 的 关系 矩阵 .然后 由 关系 
算 阵 求 LCR) 的 集合 表达 式 或 关系 图 . 

F AES, RCAXA,M 
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MORDSMRI HMR?) + AMRO) 
MCR HM (R) -+ + MR). 
E m E PRZ PEH Ë DE ABRA- 


在 本 例 中 ， 
pico 
I 0 1 O 
M(R)= ñ 
0 0 0 1 
0 0 0 O 
m 0 1 O 
0 1 0 1 
M(R2)= MY (R)= ñ 
000 0 
0 0 O OJ 
0 1 0 1 
1010 
MR = M'(RX= | . 
B 0 0 0 
0 0 0 O 
而 
MR”) =MR), 
E=1,2,--- 
MRD = M: (R). 
所 以 ， 
MURD) = MCR) HMR) -MI CR) 
1 1 1 1] 
_ A 11 ii 
op 1j 
0 0 O ol 


由 MOARD ADE O RARER. 
定理 2.25 jP RC AXA RAAZ. M] 
Q) È REREH N (OA CR tB E P RÉI: 
(2) 著 R EIEH M CRIA 性 R) 也 是 对 称 的 ， 
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(3) AF R MAERA. 天 及) 也 是 传递 的 . 
证 明 《1) 证 阴 简 单 . 
(2) 只 证 CREER. 


F HEH F IB dy ka. 
命题 FREAR Du f TL SE H RR nl, R" 也 是 对 
称 的 - 


用 归纳 法 证 明 . 

n=1 Hf 5 PR pÑ, V 

HE = 一 上 时 结论 城 立 . 

=£ i LY r,y€ A, 

ray ERT =R eR 

= 3 (<> € RA y> € R° 


设 


= I rERA <y.z> € R° 《归纳 假设 ? 

<> Lyr >E R ° RE 

> Lyr DERUL CAME REEDED 
所 以 ,命题 为 真 . 

下 面 证 明 :R) 的 对 称 性 . 

V ryEA, 

ry € CR) 

<> r y> ERURU | (定理 2.24) 

= J nl y> ER) 

= J nay r> € R") {命题 ) 

= yr >ERUR U= 

= yr ER). 


FELA CRO EERI PKA. 
G) V r,v.z€ A, 
Arys anr) ErR)— LUR GEF 2.22) 
= yy € T, V Ar y> y> ER 
V ary >E hA Lyr € RV Lry > ERA Sy z> € 
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Ta. 
下 面 分 4 种 情况 讨论 : 
D 一 zy 二 yz 人 > 和 7 
= r= y== 
= r> Sr r€ I, 
= <x,=>=<<x.r>€T,UR=r(R). 
Dr yy ER 
= <xr,z=> € R CR 传递 > 
> <=.z2>€ RU, r (R). 
B ar y> € I A Ty 2>ER 
x= yA<v.z2> € R 
z€ R 
z> ErCR). 
SERA yz >E F 
=> Ary C RAYS? 
= <, z € R 
> ar> € r(R). 
定理 2.26 设 RC AxXAA AZ 2. 
Gl) sR =r R; 
C2) s (R)=tr (R>: 
(3) st RY /sCR) 
证 明 ” 先 证 下 面 两 个 命题 (请 读者 自己 证 明 ): 
命题 1 (R. UR != R UR. 
命题 2 ¿RUIO =I RURU: UR, 21). 


以 下 证 明定 理 

Q) srCR) 

= RUI) 《定理 2.22) 
= (RUIAOUCRULAO) ' CEM 2.23) 
= RULURT UI (命题 1) 
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= RUR UI i=) 

=R) Ua 

=r(SR) 

=rs(R) 

《2) ir CR) 

=RU) 

— (RUV URUZ U = (定理 2.24) 

一 TURURU… (命题 2) 

=, UR GEM 2.24) 

=rUCR)) 

=r( R). 

(3) REs (RY 

= RTR) GEH 2. 20) 

= R) Tss (R). (定理 2. 20) 
HELE 2. 25 和 定理 2.1914 sts CR} 一 1s CR) ,因而 ， 

VER sR). I 
Ji r EA ia HE BB 2. 26 中 心 3) 的 反 包 含 不 一 定 成 立 - 


$ 2.7 等 价 关 系 和 划分 


EX 2.14 iIRCAXA F. AAD. É R 是 自 反 的 ,对 称 的 和 
传递 的 : 叫 称 六 为 涉 上 的 等 价 关 簿 ,简称 等 价 关系 . 

[@J 2.91 设 半 为 菜 进 学 生 的 集合 ,讨论 下 列 关 系 中 ,哪些 是 
等 价 关 系 . 


(ecooE4ArS7> 回 年 证 

(2) K =. rye AAr D yt 

(3: Ç ra TEA 的 年 龄 不 比 y 小) 
GD k= ayi rn yE AAT tj ydp DER EY; 


(5) Rs 一 roy royE4Ar 的 体重 比 y 


# BR R: EHA Ë I PREE YE B hi AET DS 
系 ,R. 无 对 称 性 ,R&R; 无 传递 性 ,R:; BEJ H BUFE Ia] FME , E m U 
们 部 不 是 等 从 关系 ， 

[Kí] 2.163 i RC AXA R. A= 
运算 有 6 种 不 同 的 顺序 ,其 中 哪些 顺序 
系 ? 并 日 证 明 所 和 


K? 


对 只 依次 进行 3 种 出 包 
: 生 的 关系 一 定 足 等 价 关 


行 3 种 闭 包 运算 有 6 PRAS eal ñ ir 


解 对 尺 依 次 的 
K AAA ar (RO rs (RY str OR) ,srr(CRY arst (R) .ris CR). 其 中 
Er RI trs CR) wrts(RI3 种 天 系 一 定 为 等 价 关 条 HRH 3 种 不 一 
定 是 等 价 关 系 - 


出 定理 2.26 的 (1),(2) 可 知 .erkKR) =rrs tR) s 又 :CR 一 4rr 
CR) 一 tsr( R), 杆 是 人 
sr RY rs RY — rts CR), 
类 似 可 让 . 
sir (R) — sra RS rsi (r). 
综 上 所 述 ,6 种 不 同 顺 序 的 闭 亿 运算 只 产生 两 种 到 能 不 回 的 
关系 .只 需 证 15rcR) 是 等 价 关 系 ,市 str《R) 不 --… 定 是 等 价 关 系 . 
.出 定理 2.25 立刻 可 证 err(R) 肛 有 日 芭 性 ,对 称 性 和 传 


nE 


E, AMEEN R. 
ME 29 Fe 85 3 RH AEA tu, 45 — ¿E te fe E 9 T ser (R R 
EEE EA. 52 fl i F. 


设 Asiah h R= {<a , b> e bD ) yl. 
ser (RS U [Za bD eb ,ha bc! 


ik 436 8 ALI E E KERNER. 


KISE EL. 
定义 2.15 H REIRE 4 上 的 等 价 关系 .YE A. 
[rja 一 {vy|yEAArRy), 则 你 [zjr 为 + 的 关于 太 的 等 价 类 ;简称 
为 了 的 等 价 类 . 在 不 引起 混乱 时 ,可 将 [zjx 简 记 为 [> 
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Ke 2.11 üpaCCNA AZ2Z.— 
R= (<a y> zey E AA r=-y(mod n) jen 
(1) 证 明 R, 是 A4 上 的 等 价 关系 ; 
Qy ita 3.4.5,8}, 求 
R so ryE AAr=ylmod 3)} 
的 等 价 迷 ,并 画 出 及 ,的 关系 图 . 
解 OD EREE. 
2 “1]= 11.4), 
L2] 一 1 一 12.5.8)} 
L3]= (3;. 
R 的 关系 图 为 图 2.4 所 示 - 


El 2.4 
定理 2.27 设 中 是非 空 集 合 4 上 的 等 价 关 系 ,对 于 任意 的 
TwEEA, 下 面 答 式 成 下; 
O’ [rl Ø Riz] SA: 
D Fars d> ER, Wir lx= iy] 
(3) #<r.y> E R MEr kN bh Z: 
(4) Url rE A= A. 
证 明 (1) H R Bj A ETERA rC [r je ilr Je. 
(D Ur y> ERSrRy Y x, 
z€ [x=] AxrRy 
=> rRzArRy 


=> zRr A rRy (R 是 对 称 的 ) 
= zRy CR 是 传递 的 ) 
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= z€ [y a+ 

所 以 ,[xrjx 守 [3 J| | B MTEC ə eS Cr Je D i [=], = Ly Je- 
(3) 用 反 证 法 证 明之 . 
BAr y> R, EN ihg , Wl 

Lr y> È RA [+], Ly], = Z 

> Lr y> ERAJ ze Eleh Az€ Eyle 
< iry > K RAJ z(—<r,z>€ RA Syz >E R) 
< Lay RAJ zC<xr,z2> € RA<z,y> € R) 


(R 对 称 ) 
= <r,y>E& RA<r,y> € R. CR 传递 ) 
这 是 个 政 盾 ,所 以 .过 zy 六 区 RR 时 ,Ex ja 由 Dh. 
GA Y y 


v€ Uicrlelr€A! 
= 3 <G€AAx6 <] 
= y€ A. 
Am. U iz] rE ASA. 
Yy. 
y€.A—y€ [y hU {rrE Al. 
Br. AC U [z], c€ A). 
WAU. Crea €Cai=A. 1 
定义 2.16 i R E d 2 fE e 4 上 的 等 价 关 系 , 以 关于 R BJ 
全 体 不 同 的 等 价 炎 为 元 素 的 集合 称 作 4 XT REAR A 
的 南 集 , 记 作 A/R. 
由 定理 2.27 可 知 .AR BEN “元素 都 是 不 交 的 , 且 U AR 
— A. 
f]J2.11C2 yh. AR. = 1],[2j],[L3]: 
— {41,4 {25,8} {3} 
TH 2.12] i AS lastest tn) onl. 
(1) RHE E,.I Rya U a sa, > <a, a D E A L 
68 


等 价 关系 .并 求 它们 对 应 的 商 集 , 其 中 mwwEA 且 :尖刀 是 4 上 
的 等 价 关 系 吗 ? 
(2) A= (a,b,c RB 4 上 的 全 体 等 价 关系 及 其 对 应 的 商 
集 . 
A D Es.14,R, 是 等 价 关 系 是 显然 的 . 
A/Ia= (lal la, ss (an}}, 
A/E,= {lassaz ran] to 
A/R = llana, sian tdan parelen, IIR kiok 
POSAR R j HA ci T 
因为 多 无 自 反 性 ,所 以 多 不 是 A 上 的 等 价 关 系 . 
(2) 按 人 1) 中 一 3 的 情况 .4 二 ta,5,c] 上 有 有 5 种 不 同 的 等 价 
Es Te fE p A/Ea 一 abrc))s 
Ia ER EJ A/T4 一 ila} .tb} ,tc}}s 
R= U Ea b> .ba>} A/R = {eb} lelh 
R= U {<arc> ea >h A R= tact (b) 
=F U (he> eb AR {ibe sta]); 
4 上 还 有 其余 的 等 价 关 系 吗 ? 我 们 知道 ,4 上 共有 2 一 512 个 
不 同 的 二 元 关系 ,不 能 用 这 个 验证 的 方法 去 找 等 价 关 系 , 可 用 对 A 
的 划分 (下 面 介绍 ) 来 寻找 4 上 的 等 价 关系 . 
定义 2 17 设 4 为 非 室 集 合 : 若 存 在 4 的 -个 了 集 族 . 满 
J; 
(1) DESS: 
(2) V zyE Hary WrNy= Z; 
(3) US =A, 
则 称 -x7 为 A f — A NN2y. 27 中 元 素 称 为 划分 块 . 
设 A.A, 4, 足 某 全 集 已 的 非 空 真子 集 ， 
aE AmA iSl 2 
A, IANA SANA ANSA SANSAL 2 
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a. 


en RZ, 


= 

A 人 A 

匣 将 以 上 各 集中 的 空 起 素 均 点 掉 , 则 这 些 集 族 都 大 A 的 划分 . 
定理 2.28 设 4 为 一 个 赣 空 集合 ， 

GQ) 设 呈 为 4 上 的 任意 一 个 等 价 关 系 ， 

则 对 应 R 的 商 集 A/R 为 4 的 一 个 划分 ; 

(2) PEZ. H ARE 一 个 划分 , 今 

Ra < r. ey EAA ry E 1: a 的 同一 划分 块 ), 则 
Ry 为 4 上 的 等 价 关 系 . 

FEMEN ARH. 

KEHE AERC 4 上 的 等 价 关 系 与 4 的 划分 是 一 一 对 
诬 的 ,上 是 如 上 有 区 少 全 不 阿 的 等 价 半 “ 生 同 样 个 数 的 不 
同 的 划分 ,反之 亦 然 ， 

给 定 naD $R A . 荐 能 求 出 A 丰 的 全 部 的 划分 ,也 就 求 
出 了 3 了 上 的 全 部 的 等 价 关 系 . 那么 如 何 求 出 4 的 金 部 划分 呢 ? 这 
tE r PIR SSE ER U, 

Ha TOE] BU BR ba A r 个 相同 的 使 中 去 .并 月 要 求 元 空 盒 , 问 
有 多 少 种 不 同 的 放 法 ? 这 里 要 

不 同 的 放 球 方法 数 即 为 prg A 4 的 不 同 的 如 分数 如 何 求 出 
不 向 的 放 球 方法 数 呢 ,这 彼 舍 组 合 数 字 中 的 第 -类 Stirling 数 . 

简单 说 来 大 这 样 的 , 设 ! HERH e PAIERA r AHN 


ñ BB RM. IAN 类 Surling 数 . 它 有 上 而 性 质 ， 
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2° ss a, 
=F L] l). 
r” r rl 


十 第 二 类 Stirling 数 miy OINERA 数学 . 
K| 2.131 问 集合 4 一 人 a6,cyad!l 上 有 多 少林 问 的 等 价 关 


解 .! 上 共有 2 个 一 元 关系 .从 中 找 出 等 价 关 系 冰 雨 堆 , 利 
用 定理 2.28 可 先 求 出 4 上 上 的 全 部 旭 分 ,4 上 的 SMERA 
HWRE r. 


显然 ,不 同 的 划分 个 数 为 
1, olar Le =15 
{tt 1 二 (2 D+Ci+1=15. 


因而 ,4 上 共有 15 个 不 同 的 等 价 关 系 . 
定义 2.18 设 -w 和 ,xv' 剖 是 集合 和 4 的 如 分 ,车 .wx 的 每 个 
划分 块 部 含 于 .这 的 某 个 划分 块 中 , 则 称 ,or 是 .wz 的 加 细 . 
BAe AŠ e P M HA Ro EOR 
KA 2.141 设 和 A=fabscy, 拒 出 .的 全 部 划分 及 对 应 的 靠 
价 关 系 , 以 及 划分 间 的 加 细 和 藉 系 中 的 包含 关系 . 
解 由 第 二 类 Stirling 数 易 知 ,4 上 共有 5 个 划分 ， 
sn = [iade )s 
< = lla, {pc)}, 
一 ce 
1 一 ca 
:= ap (bl diel. 
它们 对 应 的 等 价 关 系 分 别 为 
R. 


Taa 
Ra SDU b, De bh. 

Ra SDa i ac> eu>), 

R. =I U i Sa b>, <b>. 

71 


R. SIn 
Loess 都 是 -ez DB DB R, Reo R.. Ro E 
是 Re BJ F iB... 又 是 Ayana KWH, Ror, JE Rar, Raras 
Rw 的 于 集 . 
至 此 可 知 例 2. 12(2) 中 遗留 的 问题 已 彻底 解决 了 , 凤 AS {a、 
5,c) 只 有 5 种 不 同 的 划分 ,因而 A 上 也 只 有 5 种 不 同 的 等 价 关系 - 


$28 Æ 关 系 


定义 2.19 IRC AXA R AZ 2.4 R Es KL, 52101 
和 传递 的 , 则 称 尽 是 4 上 的 偏 序 关系 . 人 们 常 将 偏 序 关系 R 记 成 
<, EKT y> ERO ROWA Ly RET 小 上 等 二 >”， 
根据 二 的 不 回 涵义 .又 叮 以 有 各 种 不 同 的 记 法 ,请 兰 下 例 . 

[$] 2. 151 (1) 设 4 是 实数 集合 的 非 空子 集 - 

K= ry ry EAA) 
5 
Sir y> lr y EAA) 
分 别称 为 A 上 的 小 于 等 于 关系 和 大 于 等 于 关系 , 易 知 ,它们 都 是 
A 上 的 仿 序 关系 . 
(2) A DERRE Z, 的 非 空子 集 , 称 
I? = icr y> ry EAA ely) 
H A LEERE £ , SERE | 9 AFER. 
O 设 4 为 一 集合 ,-w 为 4 的 子 集 族 , 称 
C= ry |=, yC s Ary} 
为 -or Fñ: B kc NW FPF 2 
设 A= lab, A BJ Fd 3 个 子 集 族 : 
a = lØ dat (b) 2 = lla). laib} h Z = P CAD, É fl] 


“ 为 OREB alb RR a WER b m 2|4.316... 
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对 应 的 包含 关系 分 别 为 : 

ISa ULD, aA b); 

w J (<la), (aby hi 
Si Sl ULD, aD D LD a da}, 
labi >, {b}, la b>. 

SoS C: PIA Ana LRE R 

《4) 设 和 为 非 空 集合 .+ 是 由 有 和 4 的 ERDRE S B: 

和 me 二 {7 yExrAr 是 3 的 加 细 }》 
为 + 上 的 加 细 关 系 , 易 知 << mm 是 偏 序 关系 . 

H A= 1a,.5.ch. IH f) 2. 14 E a, abei] 
ab oe} m = {ihh lasci haaa {fcc}, iab h= ia), 
Ibh ie DABE 4 的 划分 . 取 

R= Ra fu... }, 
,它们 二 应 的 加 细 关 系 分 别 为 : 

=<, =I. UJ (<s... >), 


t, = 


m = l... aaa 


<,=I, UU, 
Sya KD LF a .. Dg <... W, D>. L ga a 
>}. 
Loox: PMA xi z... 上 的 偏 序 关 系 . 
定义 2.26 称 一 个 韭 空 集合 4 及 其 4 上 的 - -ARTE 
组 成 的 有 序 “元 组 一 4, 夫 二 为 -- 个 偏 序 集 . 
在 例 2.15, CD PAAA S > CA, , (2) 由 的 二 
>. (8) PEL ED 中 的 过 x, < ra > 348 AY tE. 
定义 2.21 RLA <>A ARER TY r.y€ . 
Rasy Vys MP e 与 y 是 可 比 的 . 若 > 与 y 是 可 比 的 .Hr 
SE ay Ary). AREE z€ A, ER rey N y 覆盖 


=. 
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TA RUT 


用 定义 2.21 RRI R R A 
关系 的 关系 图 而 得 简单 些 ,这 就 是 哈 斯 图 . 

哈 斯 图 的 具体 画 法 如 下 : 

d) 省 去 关系 图 中 的 每 个 项 点 处 将 于 

(2) Ery H s Aa š Wr ATEM 
Z L.JEdE > 5 y ZEER, 77 A E h 25 WJ E S DE H. pü 3 JE mi 
HF rKy f. x REH e A r 5 y 本 的 连 线 . 

CH 2.16] 画 出 下 列 各 侦 序 关系 的 

d) <ZA, | 全 :其 中 人 一 人 1 23 4.5.69.10s1819 

D < EE he a bi, ib, 
cre)} 为 4 二 fasB1c3 的 于 

(3) Ar, X pu P r= [. 

2.…6) 部 是 A= fabeddi 


rr 一 


= ilaha {bts ielaida. 
a= ab}. {crad}} 
— liach ib. an. 


{a {br di), 

a = {{al, fbt, ted}), 

s= i lasbcsd} j. 

= KEPA), (2), (3) 的 哈 所 图 分 别 由 图 2. 5 中 的 图 Ca)， 


(b). OFAR. 
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EN Z 22 WSA <> HWER EY csyE4.r 与 xy EJ if 
比 . 则 称 < 为 4 Eú £ Pr 38 kthpp2t 3. Etika, < > 3⁄3 
FR. 

设 ARERR. AA SSMA >y 
FE BIS RZ E 2 EX: 58. 
WIER . 哈 斯 疼 为 从 下 全 上 的 ″” RR ERTE RD 
Z RPE ER i EE. 

定义 2.23 iZ RCAXA R A. E R 2 B 5 Wg RI ER 
的 , 则 称 & 为 A 上 的 被 序 关 系 , 常 将 有 R< LA, <> 1” 


WER- 
其 实 , 拟 序 交 系 也 具有 到 对 称 性 . 放 且 依 序 鞠 系 与 拟 序 关系 有 
互相 转化 的 关系 . 


定理 2. 29 设 << 为 非 空 集合 A 上 的 偏 序 关系 ,过 为 4 上 的 
拟 序 关 系 . WJ 

G) < 是 反对 称 的 ; 

D 二 一 74 为 4 上 的 拟 序 关系 ; 

D <U, 为 4 上 的 偏 序 关系 . 

本 定理 的 证 明 留 给 读者 . 

由 本 定理 可 短 , 拟 序 关 系 < 必 有 反对 你 性 ,但 由 于 反对 称 性 是 
太白 反 性 和 传递 性 的 必然 结果 .为 了 简洁 想见, 拟 序 关系 的 定义 中 
未 加 反对 称 性 . 曙 外 还 可 以 看 出 , 偏 序 关系 与 拟 序 关系 的 本 质 区 草 
在 于 前 者 具有 自 反 性 ,后 戎 具有 反 自 反 性 , 俱 它们 是 叮 以 气相 转化 
的 . 击 它 们 的 共同 实质 是 均 上 且 有 反对 称 性 和 传递 性 . 

拟 序 关系 与 偏 序 关 系 的 喻 斯 图 在 画 法 上 完全 相同 ,只 十 注意 
前 袁 的 各 顶点 处 均 无 环 . 这 与 关系 表达 式 是 -- 致 的 ,而 后 者 是 省 掉 
了 各 顶点 处 的 环 . 

在 例 2. 15 中 诸多 的 偏 序 关 系 中 ,可 得 到 谱 多 的 拟 序 头 系 . 

人 4 为 实数 集 的 非 空 子 集 ， 


Sir y> lr y EA Ary}, 
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>={<r,y> |r,yE AA z2>y). 
BBAZATA, 
l= y> |r yE BAz|yA zy 
等 等 都 是 拟 序 关系 ,相应 的 氢 序 集 为 4, 一 之 ,一 4A, 之 >>， 
<B, |>. 
定理 2.30 设 尺 为 非 空 集合 4 上 的 拟 序 关 系 ,Y zyE4, 则 
(1) z=<y,z=y,y<x 3 式 中 至 多 有 一 式 成 立 ; 
(2) #(z<yV r=y) A GyXrV y= r) N z= y. 
证 明 (1) 和 否则, 至少 有 两 式 成 立 , 邯 
(z<yAz=y)V (z<y Ayr) V G=yA y<zx)V (z<yA 
xz 一 yAy<z) 为 真 , 但 此 时 会 导出 zx<z, 这 与 < 反 自 反 相 矛盾 . 
(2) 车 z 关 3, 则 z= 二 > 与 > 二 zx 为 假 , 于 是 ,由 已 知 条 件 会 得 出 
z<yAy<xz; 这 与 (1) 矛盾 ， l > 
定义 2.24 G) 设 尺 为 非 空 集合 4 上 的 拟 序 关系 , 若 Y x,y 
€A,z=<y,z=y,y<= 3 式 中 有 且 仪 有 --- 式 成 立 , 则 称 < 具 有 三 
Bris. 
(2) 19-<38dE20 RS LMT s <N EEE. E< 
为 4 上 的 氢 线 序 关系 (或 拟 全 序 关系 ), 称 二 4, 环 之 为 报 线 序 集 . 
HX, <A A 上 的 拟 线 序 关 系 , 即 Y ry € A.3 z=y, H| z—< 
3，,y<z 中 成 立 且 只 成 立 一 式 ,<< 的 哈 斯 图 也 是 “一 条 线 ” 
定义 2.35 设 <4,< > 为 一 个 贪 序 集 ,BS4. 
(1) 若 存在 yE 五 ,使 得 Y z(tE B>y=< r) K, WA y 28 B 
的 最 小 元 ; 
(2) 若 存在 yEB, 使 得 Y =G € Bz 区》) 为 真 , 则 称 y 为 B 
的 最 大 元 ; 
> D 车 存在 EB ERY x(xE BAxz<y>x 一 y) 为 真 , 则 称 
3 为 B 的 极 小 元 ; 
(4) 车 存在 yE B, 使 得 Y EBAY Ser y) HR, NIPK 
y H BHRAT 
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EPJ 2.16C1) H ER B = (1,2,3), B= {3,5,15}, B5 A, WJ 1 
是 五 ,是 最 小 元 ,也 是 极 小 元 ,2,3 是 B 的 极 大 元 ,但 B, 无 最 大 
元 .3,5 Æ B, 的 极 小 元 ,B; 无 最 小 元 ,15 是 B, 的 最 大 元 ,也 是 极 
大 元 - 1 是 B,= A 的 最 小 元 .又 是 极 小 元 ,4,6,9,15,10 是 n, 的 极 
Au, B, 无 最 大 元 . 

由 定义 不 难看 出 ,对 于 任意 的 <4,< 和 > ,BSA4, 则 三 的 最 大 
(最小) 元 ,一 定 是 8B 的 极 大 ( 极 小 ) 元 . 若 B 的 最 大 (最 小 ) 元 存在 ， 
MJ EEA. F BB 是 有 穷 集 , 则 5B 的 极 大 ( 极 小 ) 元 基 一 定 存 
在 的 ,并 且 可 能 有 多 个 . 当然 最 大 元 和 最 小 元 仍然 不 一 定 存在 . 

定义 2.26 设 二 4, 芯 疙 为 一 个 偏 序 集 ,B 呈 4. 

(1) FEE vE A, TEIN r E Bry) HA, WFE y B 
的 上 界 . 

设 C={yly 是 B 的 上 界 }, 若 C 存在 最 小 元 ; 则 称 它 为 B 的 
最 小 上 界 或 上 确 界 . 

D 车 存在 y€ A, 使 得 VY r(xzEBy 专 7) 为 真 , 则 称 y 为 BB 
的 下 界 . 

设 刀 一 {y1y 29 BEF) D 站 在 最 大 元 , 则 称 它 为 五 的 
最 大 下 界 或 下 确 界 . 

B BJ L PEI F 245: 冠 存 在 ,存在 时 ,上 确 界 和 下 确 界 也 不 一 
定 存 在 . 

定义 2.27 设 一 4, 志 二 为 一 个 偏 序 集 ,BS4. 

G) 若 对 于 Y x,yE Bz 与 y 均 可 比 , 则 称 8 为 4 中 的 一 条 
$£, B 中 元 素 个 数 称 为 链 的 长 度 . 

(2) 苦 对 于 Y r,y€ B Hary B| z £S x HIRE, BN SR B H 
A hi— 868, B 中 元 素 个 数 称 为 反 链 的 长 度 . 
E 2. 6 奔 示 的 疼 为 某 偏 序 集 和 4, 入 二 的 了 哈 斯 图 ,其 中 ,4 一 
Te 
B= (ascidi) N -条 长 为 4 的 链 ， 
B, 二 {ares 胡 为 一 条 长 为 3 的 链 ， 
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已 一 18,8} 为 一 条 长 为 2 的 链 ， 
BiS {gh k) HRK H 3 的 反 链 ， 
Bs 一 14} 既是 长 为 1 的 链 ,又 是 一 条 长 为 1 的 反 链 ,而 B, = 
{a,6,8, 有 既 不 是 链 , 也 不 是 反 链 . 
7 另外 ,Bi Q EP Er pile fg hi, 
e 是 上 确 界 , 下 界 集 合 为 {a} ,a 也 是 下 确 


7 , R.B 既 无 上 界 , 也 无 下 界 ,当然 也 没有 
e 上 确 界 和 下 确 界 . 
[ 定理 2.31 设 一 4, 亏 > 为 一 个 仿 
S ” 序 集 ,车 4 中 最 长 链 的 长 度 为 x, 出 
i > 《1) APFERKI: 
26 (2) 4 存在 n ARA Be 05 55, 38 
个 划分 块 都 是 反 键 . 


证 明 (1) 设 B 为 4 中 一 条 最 长 链 , 则 |B|==x. 由 B 的 性 质 
可 知 ,3 yEB, 使 得 Y x(zE B> <y) HH, HTI z(z€ CA —- B) 
Ay<z) 成 立 ,否则 均 与 召 是 链 及 最 长 链 矛 证 ,于 是 y 为 4 中 极 大 
pir 

(2) XÍ n PBA 

n=1 A KFAR AA A A RA 
个 划分 块 且 为 反 链 的 划分 . 

设 n 二 时 ,结论 成 立 .4 二 十 1 PT, M A 4 中 全 体 极 大 元 
集 ,由 (1) 可 知 MAD, H 和 4 中 每 条 最 长 链 对 应 4 的 极 大 元 均 在 
M F.H M 中 各 元 素 均 不 可 比 ,于 号 MM 为 一 反 链 . 4 一 M 中 最 长 
链 的 长 度 为 &, 由 归纳 假设 知道 4 一 M 存在 每 个 划分 块 都 是 反 链 
且 有 庆 个 划分 块 的 划分 -wz , WJ e=.” U 1MZ} 为 4 的 满足 要 求 
的 划分 ， 1 

推论 ” 设 <4, 和 > 为 一 个 偏 序 集 , 若 4 中 元 素 为 mn 十 1 个 ， 
则 A 中 存在 长 度 为 m 十 1 的 反 链 ,或 存在 长 度 为 = 十 1 的 链 . 

证 明 用 反 证 法 . 车 不 然 ,4 中 既 无 长 度 为 m 十 1 的 反 链 ,也 
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无 长 度 为 十 1 的 链 : 于 是 A 中 最 长 链 的 长 度 至 多 为 ” 设 最 长 链 
的 长 度 为 ~Cr 委 2) ,由 定理 2. 30 可 知 ,4 中 存在 > 个 划分 块 的 划 
分 , 且 每 个 划分 块 至 多 和 有 有 m 个 无 素 , 于 是 4 中 至 多 有 mn 个 元 素 ， 
这 与 已 知 是 矛盾 的 . l 

在 图 2.6 所 示 的 偏 序 集 中 ,最 长 链 的 长 度 为 6, 如 B = {a,c 
d.e. fih}, B= {ascid e, rs) 等 都 是 4 中 最 长 的 链 . 由 定理 2. 
30 可 知 ,4 存在 着 6 个 划分 块 且 每 个 划分 块 都 是 反 链 的 划分 , 设 
二 {apyiy (g h iki.lc. jy (dy de) (f) M] Z 满足 要 求 . 

lA|=11=2x5+i1,# f], A 中 既 存 在 长 度 为 2 十 ! 一 3 
的 反 链 ,也 存在 长 度 为 5+1 一 6 的 链 . 

在 这 里 还 应 该 措 出 ,对 于 拟 序 集 和 4,< 盖 : 设 BE4, 非 常 类 
似 地 定义 BB 的 最 小 (最 大 ) 元 . 极 小 ( 极 大 ) 忆 ,下界 (下 界 )、 上 确 界 
(下 确 界 ) ,以 及 链 和 反 链 的 概念 ,这 里 不 再 更 述 . 定理 2. 31 及 其 推 
论 对 拟 序 关系 也 是 成 江 的 ， 

还 有 一 种 重要 的 序 关系 , 那 就 是 良 序 关系 ,由 于 偏 序 与 拟 序 关 
系 可 以 相互 转化 .这 里 只 对 拟 全 序 关系 给 出 良 序 关系 的 定义 . 

定义 2.28 <A <> H :个 拟 全 序 集 , 若 对 于 A 的 任何 
TE í 8 B 网 有 最 小 瑟 , 则 称 天 为 良 序 关 系 :<4 , <> 1 Pt Pr3E- 

设 ATN. WCA ,一 > 为 良 序 集 . 其 中 所 为 小 于 关系 ,而 过， 
<> ,<=, 全 全 都 不 是 恨 序 集 . 

在 这 里 应 该 指出 ,有 的 书 上 是 对 偏 序 关系 给 恨 序 关 系 下 定义 
的 .其实 ,两 种 定义 法 是 可 以 相互 转化 的 . 在 学 过 函数 及 自然数 的 
概念 之 后 ,对 偏 序 集 、 拟 序 集 , 特 别 是 良 序 集 的 性 质 将 进 - 步 进行 
讨论 . 


= = 二 


1. 按 有 序 对 的 定义 写 出 有 序 三 元 组 <aprc> 和 有 序 对 一 二 ab> > 
的 集合 表达 式 - 
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2. 计算 下 列 各 题 (其 结果 用 集合 表示 } 

D <a b> Ur ds, 

(D La b> N ed>: 

D ca bed 

D N Lab: 

(5) Nia b> h 

《63 N Ead 

D NMN{ Sad} 

E 站 站 站 ae 下 

3. <a,<b,c2>2> = a,b,c RERE 为 什么 

4. 下 列 哪 些 等 式 是 成 立 的 ? 

D ED D> -D 

(2) ZG hs 

B AD, D> {Oi 

D LD D> SD 

{5) LD DS AAD A 

(6) Zas da> lahs 

(D Za la> = (lajia iali 

5. 在 什么 条 件 下 ,下 列 等 式 成 立 ? 

(1) AX B= Bs; 

(2) AXBSBXA; 

(3) AX (BXC)= AXB) XE. 

6. 设 ABCD 为 任意 的 集合 ,证 明 下 列 各 式 成 立 - 

(D CAXOUCBXMEAUB) X CUD); 

(2) (A— B)X (C--DDCCCAxX CY— BXD); 

7. 设 A.B.C 为 任意 集合 .征明 下 列 等 式 成 立 

GQ) (A—ByXC=(AXC)—(BXC): 

£2) CAGDB)XC= (AXODBKO). 

8. 设 A.B 为 二 集合 ,在 什么 杀 件 下 ,有 XBCA 成立? 等 导 能 成 立 吗 ? 

9. ËA E n ZE, B E m 元 集 ,4 到 避 共 有 多 少 个 不 同 的 二 7 关系 ? 设 
A 二 (abic):B 二 (1) ,号 出 A 到 BB 和 B 到 有 A 的 全 部 一 元 关系 . 

10. Š R E dE2E S A 上 的 二 元 关系 ,证 明 fldR- UUR. 
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11. 设 R, = (Ca b>, bd >, Lec >, < c d> R, = <a, D>, 
Ihid >, d b> dd>), A= lasc) K: 
G) AUR, R. NR RDR,, 
£2) domRi ,domR,,dom(R, UR); 
(3) ranR iran ,ranRi [N ranRa; 
GR A, Ri L IOP (RUURD T ARa TA; 
(5) RAD RLAJ (RN ROCA]: 
(6) Ri ° Ks,R; ° Ri Ri ° R.. 
12. R R= (< 6.1 GH} 
WOR’; 
(2) R: R; 
(RIQ, RIDIR NADIRA B): 
D RED J], RLI@)J,R[U4@ H ,RIIG Ay: 
(5) domR, ranR, fldR. 
13. W R e dE22 38 r 4 上 的 二 元 关系 ,证 明 : 
CD RUR“ 尾 包含 民 的 最 小 的 对 称 的 二 元 关系 ， 
(2) ROR ' 是 含 于 RR 的 最 大 的 对 称 的 二 元 关系 . 
14. 设 只 是 非 空 集合 4 上 的 二 元 关系 , 蔡 WY rye A WMR zRy A yRz， 
则 rR z WFE RR 居 和 4 上 反 传递 的 二 元 关系 . 
CE) 举 一 些 反 传 递 关系 的 例 r; 
(2) WRR ERRAR RR ,其 中 ,R*=R*R. 
15. RAH -RBR STEPPA) rH 
R= {< z€ (AA rC), 
r yE ANY, 
r.y€ PCAJAzUy- Al. 
试 分 析 R, ST 的 性 质 . 
16, BA (0.1. 12, R,SCAX A.E. 
>|ryE AAz+y -10}, 
zyEANr— 3y=12}, 
O 用 列举 法 表示 出 R 和 Ss 
(2) 分 析 RAI S 的 性 质 . 
17. 设 4 一 49,1,2,3}. REAXA,E 
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R=(<x,y> |z Varte A), 
RR HAREN MOHA ER GRO AHE R 的 性 质 . 

18. 设 A= labe) E27 中 给 出 了 4 个 二 元 关系 R RoRo R. 的 关系 
图 , 写 出 每 个 关系 的 集合 表达 式 和 关系 短 陈 ,并 讨论 每 个 关系 的 性 质 . 


N 
a 


2.7 


1 1 0 11 0 
MRD= | 1 :| © MR) Ë 1 ° ， 
101 1 1 O. 
pay p 11 
CR 一 | 0 1 ， MR) jo 0 :| 
1 1 o h o o 
FEKRR A RER, m h £ EHE U21893, 
20. jh KI g- RERAN GEKKER. 


元 
G A= la, b. rd} H 
> 
(C2) A, {012} Bs -10.24} REA XE R, = < r.y> r€ A: 
AvE Bi Ny€E AN Ba). 
(3 AS {1 27.3.415} .Bs ` {1231 ,RAT AXR H R, -1<r y> lz 


vih 


SAL R3 ,REAXB,H R = 


21. 设 A. (1.21. A 
xA, A 

Riz (<l. Lla <C2 >Y, 

R... (<a, Bb Bm} 

用 关系 矩阵 乘法 求 Rs R 

22, 设 REFERS A ETERA, RIER WR R 是 自 反 的 ,并且 
EIER R ° R = R TH Em 3. 

23. 设 RS 都 是 非 空 集合 4 上 的 二 元 关系 , 且 它 们 都 是 对 称 的 . 证 明 ,R 
“5 具有 对 称 性 当日 仅 当 R。*S S. R. 

24. R 4 二 11,2), 写 出 及 上 的 金 部 二 小 关系 ,讨论 它们 的 性 质 并 指出 空 
关系 , 恒 等 关系 全域 关 系 、 小 于 等 于 关系 ,小 于 关系 ` 大 于 等 于 关系 .人 于 关 
系 ` 星 除 关 系 等 (以 上 各 关系 的 定义 请 见 8 2. 2). 

25. 设 RE 4X 吕 .证 明 ， 


{ashe} A, = (z, B}, ELI R.C A, XA RCA 


26. 
R (SabD>, 
(1) 用 MORRER R°. Rs; 
《2) 求 最 小 的 白 然 数 man Or m) ,使 得 R== R; 
(3) 由 52) 你 能 得 出 填 论 ? 
27. W R.-R, JE n 2) 元 集 4 上 的 一 元 关系 ,已 知 NdR NdR ` @. 
证 明 ; (Ri U Re)” = RF U RY? Or =0). 


Zed =h. 


28. 设 AS a,b,c. d.e. sg A) RCAXA,H R= 
dre 
nlman EIE RT R°. 

29. RA lasa d) RIAX A, H R= {Saa Db 
cd R 

D rR); 

(2) sR); 

(JRD. 
并 画 出 它们 的 关系 图 . 


30. REPERA A 上 的 二 元 关系 , 记 传递 闭 包 4(R) 一 AR iG Ü R = 


c a> 


far < g h> sn dI 


FR ha y Ë RRO. 


ao aban 
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RRS, 证明: 
(D KR+)+ 一 Ri 


(3) R R? -R a R. 
31. RERA AS lab. d e, f gy E BD. 038 3 RAREN 2 8 
所 示 , 求 r(RX,sCR) Wt(R) 的 关系 图 - 


A — 


图 2.8 

32. 没 .ox,=4414 H n RETE) nS 对 于 任意 的 A. B€ -> ,车 存 
在 非 奇异 的 .QE. YY, 使 得 B P+ A: QUI A EAT BBIE AZB- 

若 存 存 届 奇异 的 PC. ,使 得 B= 4 P ', IM A AB fu B. ir fE 
AB. 

J eE EPF SE6 PC .or 使 得 5 P - A. PNR ARET R eE 
A B. 

HE HJ z It 3: 3 B£ 2 [n] 09 3 8 2 ,— ,= Et SE 1ft X: £ 

33. WC siati lab KERA a#0) fE C" BEX: 

R= (<a bie -di |a | bietdiE C' Aac> ph 

证 明 R 是 C* 上 的 等 价 关系 ,给 出 RR 产生 的 等 价 类 ,并 说 明 其 几何 意义 , 式 中 
为 虚数 单位 . 

34. R .Rs 是 非 空 集合 4 上 的 等 价 关系 ,下 面 给 出 的 关系 是 否 还 是 A 
上 的 等 价 关系 .为 什么 ? 

I} o RE Rati 

QR ORAR R): 

(3) RIS ROR: — R: 

GD R, ° RaCRe RY 

35. REZE 4 上 的 二 元 关 条 ,RR 满足 下 面条 件 : 

(1) REAR: 

D V yE A. 82. r. y> RA SERME y >E R. 
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证 明 R R A F695 3966028 =. 

36. Ë AB 为 一 集合 ,已 知 ANBÆD, X Rl = (Ar.A..... A.S A 
BJ Py BAE A. 1IRG — 1.2, ny m + Es AE 22 É CSL 是 显然 的 ), 设 
B. A.B k= 1,2,". m, AE m = (IB. BBA ANB 的 划 
分 . 

37. ASH., 20) R= {az y> yE AAxzr=y(mod 5)) 证 明 
民 为 A 上 的 等 价 关系 , 求 47R 诱导 出 的 4 的 划分 . 

38. Ë m = (AA... AT — (B o Bot BAR ERA 4 的 划分 ,证 


明 

= (ANB i=l 2am j= 2 
th, e A RAAH -= E z, É HR , X. a zr 的 加 细 . 

39. WA 11,2,3,4,5),m=(11,2,3)1, 141) E A BJ — TAi 

(1) 求 x 诱导 出 的 A 上 的 等 价 关 系 R. ARR A/R 

(2) 求 天 的 所 有 加 细 诱 导出 的 4 上 的 等 价 关系 及 其 商 集 . 

40. Ë RoR: 都 是 非 空 集合 A 上 的 等 价 关系 ,证 明 , A/R 是 A/R 的 加 
HHRH RER. 

41. 设 R 是 A 上 的 等 价 关 系 ,R, 是 B 上 的 等 价 关系 ,4,B EJ | 
“Rx A R: Y  BEBH R, Z AX B E 


R, (<< zas VETON: 
的 等 价 关 系 、 

42. Ë A= [a,b,c d) 已 知 和 共有 15 个 不 同 的 等 价 关 系 . 在 这 15 个 等 
价 关系 中 , 商 集 为 二 元 集 的 有 筷 个 ? 斌 写 出 它们 的 集合 表达 式 . 

43。 设 A= (a.c d.) 试用 第 -类 Stirling 数 点 其 性 质 计 算 4 三 有 多 
消 个 不 同 的 划分 (从 而 可 知 4 中 有 多 少 个 不 辐 的 等 价 关系 ). 

ta, 设 A- LZA ROR o R, Jë A L 68 Tr 35 E, ENRE ET tu 
图 2.9 Pr zz. 

D) EH Ris R. Ri, R, 的 险 斯 图 ; 

52) 指出 哪些 是 全 序 关 系 . 

45. 分 别 画 出 下 列 各 偏 序 集 的 哈 斯 图 .并 指出 4 的 最 大 元 ,最 小 元 . 极 大 
元 、 极 小 元 - 

D 偏 序 集 为 二 41,<1 > ,其 中 (as... Ta Uisud >s 


上 
Sac <a, d> a, >, bh. > ed), 
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GRD G(R) 


GIRD GRI 


B 29 
《2) UE E SC A K> RP, ASAK da, U ied >b d 
>h 
46. CRF < Zt.< DPZ AEREE A. < S EPS K. B — 
(1.2,..-.10), R 8 RER, EAR. F. TAR 
47. RFRA <S> h A E 54 的 因子 的 集合 ,< 为 整除 关 条 、， 
烟 出 喻 斯 图 ,指出 4 中 有 多 人 少 条 最 长 链 . 并 指出 4 中 元 素 全 少 可 以 划分 成 多 
少 个 互 不 相交 的 芭 链 . 又 至 多 可 以 划分 成 多 少 个 互 不 相交 的 反 链 . 
48. 设 RR 是 非 空 集 坟 上 的 一 元 关系 , BSA, 在 点 上 定义 二 元 闫 条 如 下 民 
“==RNCBXB) ,证明 : 
(1) 车 民 是 A 上 的 执 序 美 条 , 则 RR` 寿 是 B 上 的 拟 序 关系 ; 
(2) fO R Bs 4 上 的 偏 序 闫 系 , 则 RR` 玉 是 BB 上 的 偏 序 关系 ; 
(3) # R 2 A 上 的 爹 序 关系 ,网 尺 1 p B 上 的 全 序 关系 ; 
G 车 呈 十 及 上 的 良 序 关 系 , 则 RR1B EBR 二 的 良 序 关系 ; 
19. 设 R, 是 4 MEKK, R 是 R LERF AXB EX 
二 元 美 系 如 下 : 
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<< > 


Trsy 3 
€ R. V nsn € R A y=) E R J Ax R Ei 


— y. x. 
拟 序 关系 . 

50. 设 R Æ A ERTER R J B EJ WE X E SE X AX R E BJ 
3 £ R IF: 

<<=. y> Sra y> > € R 

<> <i> € R A Syy >E R BEH R E: A> B EBREA. 

5L BR, E A=11,2,4,8) 上 的 整除 关系 ,Ra i B= 11,2,3,6) 上 的 整 
除 关系 , 按 第 49 W sE 22 B.R 是 AXB 上 的 偏 序 关系 , 试 面 出 Ri, R, R WU 
哈 斯 图 . 

52. 设 和 4 是 3 元 集 , 间 A 上 共有 和 多少 个 偏 序 关系 ? 

53. 设 4 是非 空 集合 ,X-- (rle Æ 有 4 的 划分 } ,定义 久 上 的 二 元 关系 如 
下 ， 

R=[<r y> |>€ XAy€ XA zB y KIMA R EE X EDRF% 
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第 三 章 = m 


瑞 数 (又 称 为 映射 ) 是 数学 中 最 基本 又 是 度 重要 的 概念 之 一 ， 
谈 者 在 中 学 和 大 学 的 数学 课程 的 学 习 中 都 学 过 函数 的 定义 ,性 质 
以 及 旺 数 的 微分 和 积分 等 概念 及 这 些 概念 的 应 用 . 在 集合 论 中 ,将 
函数 作为 特殊 的 二 元 关系 进行 研究 ,主要 研究 离散 结 多 之 问 的 范 
数 关系 .以 及 与 计算 机 科学 丰 关 的 郴 数 的 类 型 .性质 和 相关 的 概 
念 ,以 期 达到 应 用 的 目的 . 函数 也 是 集合 论 中 基数 、 序 数 以 及 抽象 
代数 等 课程 不 可 缺 少 的 概念 ,因而 它 是 离散 数学 中 极其 重要 的 概 


DZ 


3 3.1 函数 的 基本 概念 


函数 作为 特殊 的 二 元 关系 是 如 下 定义 的 . 

定义 3.1 设 F 为- -个 二 元 关系 ,若是 单 值 的 , 则 称 F 是 
函数 或 映射 , 即 

F E. Ék —> F P: — D X: 8 A V zV yY =Cr € domF A y € 
ranF A z€ ranF AaFy AsFr—>y=z. ) 

BELTAN ZER RO Pk R A ERR. 

常用 到 ,GE g ho RRA. 设 开 为 -函数 . 若 一 rsy 
二 EFcrpy) ,出 到 的 单 值 性 ,还 可 以 记 为 下 Cr) 一 ?, 于 是 

< r. >€ F<—>rFy<=>F (z) = y. 

+ F AE P038.m| Bk 4. -种 表 志 法 是 无 效 的 . 

由 于 函数 是 : -元 关系 ,所 以 关于 二 元 关系 的 许多 概念 及 其 运 
算 对 函数 也 是 适用 的 . 

定义 3.2 设 和 4,B 为 一 集合 ,FF 为 一 吗 数 ; 若 dom A, H ran 
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FOB. WP F JE A R) B EHAR CIE F: A- B. Ek A H F 09 
前 域 , 记 4 8) B ERARO 4 十 > 互 , 即 
A—> B = (F|F,A —> RB}. 

由 定义 可 知 ,4 十 > BC PCAX B). 

K@)3.1] 设 4 一 ta;2) B= (1,21 RR A B. 

解 KARRA AXB IRETE E PAX B) hit ii ik 
KR E EE A £| B Pü R. 

AXB ETTR ZARI AOH fe 

44X 吾 的 4 个 1 元 子 集 全 为 函数 , 记 A= u 121. f, 
a,22>),f.=1<6.12>1,f,=[<p.2>;. 

妨 X 吾 的 6 个 2 元 子 集中 只 有 1 TERAN. E 
Lh fS <ua,12>.<p.22> e Ia. 22 
=í(<a.22>,<06.22>). 

显然 4XB 的 4 个 3 性 集 和 1 个 1 元 子 集 全 不 是 也 数 . J- 
是 4 到 5B 的 全 体 偏 函 数 共有 9 个 . 即 

A = B= {fo fi at 

定义 3.3 FEAF] B RRX A dom — A. WJ 8 F S 
AS) B HERR, PR A pJ B RAIE FARB, i AF] B 
HI Eik e Pk Ek B sk A— B. I 

m= A> B= IF|F;A >B; 
H E X SME E F. 4 一 B, 则 下 ;4 十 * BERE. 
在 例 3.1 中， 

BSA = B= (f,.f,.f-. fal. 

设 A.B EJ 3 R 6. RIA] =n, |B|=— m. an> mE, 
W B| =m" B] 4 S) BHG m" 个 函数 (全 函数 ). 当 A= Ø, pa 
HRAZAR EJ pa= (Z). 4 AX ZW B= 2 h , Hi # PR Sg BS q: 
XAB =A EEA, A 到 p TERK, D th, ZH A S) B 
的 唯 — E W PR 3. 

定义 3.4 ü F AE BARRAR FA- R, R. domF 
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f;,= ia, 1>. 


hl} f. 


C A. Wk F 5 AF BHARRA CIE F: ATAB it A #l B BJ 
全 体积 偏 函 数 为 Ad B.B 
A d B= (F|F:;A -十 > Pà. 
BRA 
Ad BC A— BH A—BCA-—1 B. 
并 卫 ， 
A B= 4 B) U A> B). 

在 例 3.1 h.a BS ofS dadah 

D CALEU A E F 1 AF B BJ PC 58 SONY F jS 
domF f R (GROR MBO. Ma F€ CAB). F€ (domF— 
H). 

又 设 下 是 定义 3.1 意 文 下 的 AREO F€ CA4> B). 
q domF EA. ran FO B, tia F < (domF >E). H F ECHE 
义 域 到 Ban EE BI A Wr ERR R. 

南 以 上 的 分 析 可 知 . 苦 讨论 函数 的 性 质 . 只 要 讨论 A F B ffi 
AR AABO RAS T. FTT ie A FE 的 次 数 的 性 
FR. 


33.2 函数 的 性 质 


术 节 中 所 讨论 的 4 到 吾 的 函数 , 均 指 和 到 吾 HERR 
EN 3.5 ig /A>B. 
(1) # ranf =R WPR / ER 
(2) # f ERR E 地 是 单 射 的 ; 
(3) 若 了 上 了 轻 是 满 射 的 ,又 是 单 射 的 , 则 称 f ERIAS- 
【 例 3. 2 了 RA = iab} ,是 一 (1.2,3)， 
As= tcpvc} .一 141,2) 
A= {asbei B = {1,2,3} 
分 别 写 出 AB AB 4A-*Bs PAREAN AIII A 32. 
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E Bi 中 无 满 射 和 双 射 函数 ,其 单 射 丽 数 上 共有 6 个 ,分 


IREX: 


N= (<a,12>2,<b,22>1,f,= Aal D3 >h 
£= [<e,22>,<0.12>)] f= a, 2 n b3}, 
NH= ia, 3> bl) fm 1<a,3> , b. 22>). 
A=B PJE B F 32 H PR R, ET a E (í 6 个 ,分 别 记 


=[(<a,12>,<6,12>.<c,.2>), 
g= <a, 12>,<0,22> 1}, 
B5 iKa D> 6, el 
B41= {a ,82> ,2>}, 
a T 
g5 a 2 enl. 
A.B, THA 6 AEE I, RES IS R R BI GE eA 30, Aa 


TE 2D .3>), 

h= a Ab 3 2}, 

:b> ,3>}. 
hisia, 2> nb 3D 11}, 

h= {Za 3> ab De 2>), 

h= i <a4,32>.<6,22>,<c,12>). 

LA| S2. |B| ==, MB 3.2 可 以 看 出: 

O) 当 am BF. A— B 3: 45678 PR RO A i 45 BOT eR, 


h,=41=<a, 


WH nsn 时 .A->B d! t 6; 


mim — leen — n | 1) 


个 人 不同 的 单 射 函 数 . 


(2) 当 m=n F, AB PA mi 个 双 射 函数 . 
(3) mn B$ , A— B rh AS r S Bs ER 8 MA ti 45 @ GT K 34. 
91 


要 问 , 当 ms 时 ,4 一 也 中 共 含 多 少 个 满 射 函数 呢 ? 

这 个 问题 相当 于 将 ”个 不 同 的 球 放 入 m 个 不 同 的 盒 中 去 (x 
Sm) ARAFA Z ARRA RE. 出 组 合 数字 的 知识 可 知 , 方 
案 数 为 
n) 


ml 


ml ` 


其 中 作为 第 “类 Stirling BES ag X AAYE D $ 2. 7( 等 价 
关系 和 划分 和 

在 例 3.2 中 .41 二 3, | B, = 2, A, >B r 05 8 3 sñ BN 
下 | 二 2 一 6 这 与 我 们 计算 的 结果 是 相同 的 


glal=s B1=3. AmE pA 31| 3) 个 满 射 卫 数 ,而 


3 
15 IMA Ali 
sa Nl 
=6_3+C p 2 - 1) 
. = 6018 + 7) = 150. 
即 A->B 中 含 150 个 满 射 函数 ， 
[$ 3.31 讨论 下 列 各 函数 的 性 质 (所 出 现 集合 A. BHAA 
FEE AASS, BS). 
O FASB g ASAXRB, HY aE Aga) = EnS a 
讨论 g 的 性 质 . 
(2) AXB >A, BV a b> € AX B,f( <a bma: 
(3) FLAX BBX A, HY <a,b> EAXB S Ka bT = 
<p,a2>. 
解 《1) 当 五 不 是 单 皂 集 时 :8 为 单 射 的 ,但 不 是 注射 的 ;从 
而 木 是 冯 射 的 . 当 B 为 单元 集 时 ,g 是 双 射 的 - 
(2) 当 BB 不 是 单元 集 时 , 足 满 射 的 ,但 不 是 单 射 的 , 当 避 是 
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SE GEF, f 是 冯 射 的 . 

(3) 了 是 单 射 的 ,又 是 满 射 的 ,因而 是 双 射 的 . 

在 第 - - 章 中 ,已 经 给 出 了 集合 的 限制 与 象 的 概念 ,这 些 概念 当 
然 也 适合 于 函数 . 下 面 的 定义 对 AF B RRR RA H- - 些 特殊 
的 记 法 与 名 称 . 

定义 3.6 W /.A>B,AC A.E A'#E f TF By fLA'] 2 
FANE (4D 二 {yly 一 fr)ArE A). FAI AE f 
下 的 象 . 特别 地 , 称 SODAR 和 的 象 . 设 BCB, 称 /10B') 二 
{7|zEAAfCrE B) 为 的 完全 原 象 ,简称 为 B' 的 原 象 . 

由 定义 不 难看 出 , 若 f ;4 一 B, 则 CA)=ranf,f B= A. 

HWM FRR, R 为 实数 集 , 生 (一 xz , 取 和 4 一 [0, 十 
o) A=01,3) A =R, M] ACA) = [0,34 So), f(A,.)=[1,9), £ 
CA) =[0, +0). 

k B = (1,4X.B,=[0,1],8g.=R.WJ £ CBO = 2, 
ADF '(B,y=[ 1.1], '(HB.)= R. 

定理 31 HCD, R. f ARR, E 为 C 的 非 空 的 子 集 
CCEC, 

D FESUN JAE €); 

D FANEI=N AEC)}; 

B) FCE) = FCO LC. 

本 定理 由 定理 2. 9 及 了 的 单 射 性 所 证 . 

定理 3.2 W f.C—D,D D.C D, E D 的 非 空 子 集 族 , 则 

GQ) f 'CUQ@y=U(f'(D)|D€ ZY 

D PAND =N {DDE 2), 

(3) f (D, — D.) = f-!(D,) FCD). 

由 于 函数 的 道 总 是 单 恨 的 ,由 定理 2. 9 可 证 木 定理 ， 

下 面 给 出 玫 个 特 穆 函数 的 定义 . 

定义 3.7 (1) 设 f;4 一 B, 如 果 存 在 5e8, 使 得 对 所 有 
7EA, 均 有 f(r) 二 5, 则 称 了 是 4 到 B 的 常数 函数 
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D 设 ri;4-A, 对 于 任意 的 zxE ASOS MEAE 
的 恒 等 函数 . 其 实 , /是 4 上 的 恒 等 关 系 ,四 而 将 4 Fñ a F 55 3k 
KERI N Ia- 

G) EFASI A TAZ 

sof EN a 
， =€ A— 2, 
好 称 了 为 和 4 上 关于 下 的 特征 函数 . 常 将 A HEBRON Xa 

设 A= lahed} A = lasd} Xy: A (0.1). Xala) = Xa 
(ay=1,Im ta O) S X40. 

定义 3.8 ABATE .< <, DIH A.B EH 全 序 
ERS A=B. F PERN ror EA WE Kire W f Cu) 
=<; f(x.) , 则 称 f 是 单调 递增 的 ,如 内 >, <=, W fr) <, f Gri), 
则 称 广 是 严格 单调 递增 的 如 果 r Kire W (< f Cri), 虽 称 
f 是 单调 递减 的 . 如 果 ne MU fr 过 f(r) Pk 了 是 严格 
单调 递减 的 . 

PAER LRL ARM SRR H ASe R—R, 
旦 gx) 一 < *, W) y £ R LPTR SA 48136 Hà pa O i z 是 严格 单调 递 
减 永 数 . 

定义 3.9 设 尺 是 4 上 的 等 价 关系 ,4/1R 荐 和 4 关于 民 的 商 
RIES ASAIR, B fD al E S H AB A/R 的 自然 映射 
或 典型 映射 - 

A= labed RSI U Sa d> <b> MI RA A 上 
的 等 价 关系 . /4 一 47R, 则 

fia) = Tul = lab} fO) = E] = tabt, 
L = [e] = ieh fd = [4] = id). 

ALR , Ë RM EROI WR EENE R 不 是 
恒 等 关系 时 .自然 映射 均 不 是 单 射 的 , J ts AE 0838 O sÉ 28 11385 
卉 或 严格 单调 递减 的 耳 数 统称 为 严格 单调 函数 ) ,是 单身 的 4 A' 
性 和 时 ,特征 函数 x, ARESTI. 
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S3.3 KADER 


在 第 -党 , 曾 讲 过 一 元 关系 合成 运算 的 规律 ,那些 规律 对 函数 
AEB 63. 本 章 计 论 集合 之 问 的 函数 ( 侈 函数) 的 合成 的 规律 性 . 
定理 3.3 B giA>BR S B>C W S g ASC, AIFI 


的 rEA f ° gCz3— f(z(s)). 


证 明 /上 "8 为 4 到 避 的 二 元 关 条 十 显然 的 .下 面 只 需 证 明 


dom(f e g= AH. S o g 是 单 值 的 以 及 / gSa. 


(D 首先 还 明 7。 g EAR 
HEt z € dom f ° g, #F4£ÉfÉ z. .z;€ ran( f ° g). Mi 
alfe g)z Aai ° g)zo 
>] yy 6 BAzgy ASDA yen E B A rgy: A y> fzo) 
S>] sd yl nE BA y € BA egy A rgy A yi fz, A yafza) 


>F yl yE BAS y= y A ylz, Asea] UNH g 是 两 数 》 
> 二 x UAA F ERRO 


综 上 所 述 ,f。g RHES BEER. 


(2) 证 时 dom ° g)= A. 
dim (f ° TA E ERM, IE AC2dom( Z ° g). 对 于 任意 


的 =. 


r€ A 
=3 yO ERA rgy) CAH z: A— RB) 
=3 ! yJ 1 zyE BAECA rex A yfr) 《因为 f: B-—C) 
=3 ! y3 1 zyEBA2ECAz ee)a) 

=€ dom( í ° g). 

所 以 4Edom( : g), Di dom f - g)= A. 

HA) (DARS ° z: A—C.4 BE. XPE a 


do gr 为 存在 哗 一 的 r Ba: 为 存在 叭 量词. 
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=€ A 
=3 | zzECAz= f ° gE)) 
<=3 ! zJ ! yG€CAyC BAy=gGO) Az= f(y)) 
>] ! z3 | yG € CAy€ BAz= f(g(z)>). 
所 以 ,任意 -<E4, 有 三 。gCz) 一 CgGCzr)). 1 
定理 3.4 g I A—B,. f B—C. 
(1) AR f Fa z 者 是 满 射 的 , 则 A。g ERIT 
(2) 如 果 和 z 部 是 单 射 的 . 则 /。g 是 单 射 的 ; 
(3) W f RL z 都 是 双 射 的 , 则 了 。g 是 双 射 的 . 
证 明 由 定理 3. 3 n] 30.7 ° g€ (44>C), 于 是 存 下 面 的 证 明 
PSLRA f - z 是 注射 的 , 单 射 的 和 双 射 的 . 
G 对 于 任意 的 =， 
z€ CÇ 
=3 yG C BAz= f(y)) 
一 要 ac € BATEAAz =f) A y=g (C7)) 
>J r(yE BArE AAz=f(g(Cr)y= f ° ga) 
>J .rtrE AAz=( ° go). 
所 以 ,f ° a 是 满 射 的 . 
(2) ETE z€ C, (ff r z € 有 .使 得 
= (f ° gdz Az Cf ° pdz 
=3 y3 yn € BA x € BA yi fz A agyi A yz h r.gya) 
A r= >; 《因为 fig 均 为 单 射 的 ) 
ri 
所 以 ,fg 是 单 射 的 
ED.D RM RIED H EE. l 
注意 ,定理 3.4 HAAR A. H T E E ER V. 
定理 3.5 Ü z. A—B.f B—C. 
OD 如果./。g 是 满 射 的 , 则 是 满 射 的 ; 
D HHR f = g ERREI N 8 是 单 射 的 ; 
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二 yi 一 


《3) 如 果 S -有 是 双 射 的 , 则 z 是 单 射 的 ,大足 满 射 的 . 
证 明 (4) 对 于 任意 的 >， 
zx€EC 
SJ zrE ANr(f ° gz) A f ° g 是 满 射 的 ) 
=3 rI yrEANyErang EB A agy A yz) 
=3 rJ yCe€ AAyE BAy=g(7) Az= /f(y)) 
>J y(yE BAz= f(y)). 
所 以 ,了 起 满 射 的 . 
(2) FFE yC rang 刁 玉 , 又 存在 xi,x; E€ AAE, 
Tr gy A r gy 
—3 xzEranf e C A yjz A gy À tagy) 
SG ECAS gyA rf ° g)y) 
= x = CMS f g 是 单 射 的 ). 
EDTA 2. 1 
定理 3.6 W f. A—B.MI 
£ — edl, — Ia e f. 
其 中 Tara DN A FU B 于 的 P 
证 明 aAA HHE r€ ATi =r ah T B>B. 4E 
ERE vE Bo) y. MEPL 3.3 nf%1.f e L €C ABRES 


(因为 f. A 一 A4) 


rf A. >a Jy<=>< xr, y2> € f. 


所 以 ,f e T S f, PÆ = f - a KAA iE f= e /因而 /一 
FT 

定理 3.7 RR g RAR EIS M g 按 实 数 集 于 的 
“ 扫 ?” 关 系 都 址 单调 增加 的 , 则 ./* z 也 是 单调 增加 的 

证 明 由 定理 3.3 Rl. f ° g€ RR IFARA ovER, 
(5 因为 中 是 单调 增加 的 ) 

fig DNE f (a WD 同 为 和子 是 单衣 增加 的 ) 

<=> f: SCrOs f ° 8 (y). 
所 以 ,/。g 是 单调 增加 欧 。 上 


Í Ty g 


$3.4 反 Ë 数 


任 给 一 个 集合 A.A 中 十 能 碳 有 序 对 作为 元 素 , 也 村 能 没有 、 
但 无 论 有 尤 有 序 对 作为 苑 求 ,4 的 道 二 一 定 旺 一 元 关系 (当然 可 
能 是 空 关系 ). 企 什么 情况 下 AT 是 限 数 泥 ? 见 下 面 定 理 ， 

定理 3.8 RAA O TEA A URRH A 为 单 根 
的 . 

证 明 ”必要 性 . 若 存 在 yEran4 ,存在 crzEdom4, 使 得 

<=, y> € AA... 6 A 

ey nD EA A yr >€ AT! 

= r Sr 《因为 4 RRO 
所 以 .4 是 单 根 的 . 

类 似 可 证 充分 性 上 

推论 RI :元 关系 ,R ARAR HIO RO ERRA. 

证 明 R-' 作 为 集合 ;由 定理 3.8 可 知 . D RKR FL 
fe RO EARE AAR R 为 关系 ,出 定理 2.4 订 知 ,CR t= 
RFRA. 上 

设 re (4==B), 下 面 讨 沦 / E BARRI TRATA. 

【 例 3.41 É f... € NSN), RITES a C N, 
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fin) = 2n; 

六 oo 和 2 一 0 或 2 一 1 
la— l. nZ2; 

. jnl, n IARR, 

A= laga. a VBS 
PAA f, f HARER FON H N) pR FONN). 

解 (1) Z 是 单 射 的 ,但 非 满 射 ,因而 A 是 单 值 的 ,所 以 
三 EKR. domiy '—ranfi= Na, uh Na = (n|n€ N An 为 偶 
数 } ,所 以 /TIE (Na NDEI ST) 是 Na SIN DARC EAO, 
BIRT EN N) BA E N RN BJ ag. 0] H ARE PL AR 
H EM f, '& (N— N). 

《2) f, 是 满 射 的 ,但 非 单 射 , 因 而 /' ASA ARG Cc 0.0> 
€ f, AZO LD E f, DATA f: ' TERRO T 天 CCY — 
N.E & (N— ND. 

(3) Z, R 9100 EEES IM LP BT A 六 是 单 
值 的 ,内 而 它 是 函数 ,日 Z, '€ (N-=N) ,而 是 对 十 任意 的 nEN， 

iao in 十 1， 为 偶数 ， 
fi!) = k _ 1. n 363, 


HE, S fs. 
定理 3.9 设 /4 >B, AS HAER S B>A, H 
HILATS. 
证 明 《1) 证明 广 ' 是 函数 . 
因为 上 是 单 射 的 ,因而 大 是 单 根 的 ,由 定理 3.8 知 / ' E A 


Ë. 
(2) EH domf-!=B,R ran £ =A. 
由 定理 2.4 K f€ CA-. M f ht WS W BJ . 5⁄2 SI dom/ = 
rany—= B.R ran f !=domf=A. 
由 CD, 2) 可知 ,三 ':B 一 4, 旦 - 广 是 满 射 的 . 下 面 只 需 证 明 
£ 是 单 射 的 . 
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EY FERR P ü 2 25 35. HER 3. 8 和 f RRR 
AT Eie é. pas. 

综 上 所 述 , 广 !:B8 一 4 HARSA 1 

由 定理 3. 9, 我 们 给 出 反 丽 数 的 定义 . 

定义 3.10 设 f:4 一 B, 如 果 耻 是 双 射 的 , 则 称 A E AO 
F HILKER. 

【 例 3.51 下 列 函 数 中 ,哪些 具有 友 函 数 , 有 反 函 数 的 ,请 写 
tE Bz PR R. 

D B u Z —Z Z, = (r| rEZ Ar>0}, R. filr =rt l: 

(2) 设 f.:Z —Z..Z AG) A 

z =1, 
工 一 1， 工 二 1. 

(3) 设 f,:R— R. H. frr’. 

D 设 f. RB f (ry= er. ER B— tr|= € RAzZ=0). 

O UL 户 :4 R Sm /zr eh A= (r|+€ RAzZ1). 

8 ZALA HRA AF835: Z, AR BAER 0 f. 为 单 
BrE II o k. 7 Z... WË AS IERT PR 98 o US T AB X 2 8 98. 
而 f... FJ H SLE ER Ek Br VAARA BEA 8k. 日 
FRR HÉ OO = =; 
TU B R, H A OO = las. 

[í 3.61 构造 入 xXN 到 NN HRA RR R F z ha 3. 

解 构造 NXN 到 NN ñ 2 ea REITE As H -— Bh. F ü H] 
ER 36 PS KORI EHE. 

设 nmENAzs0: 则 可 唯 -地 分 解 成 如 下 形式 ， 

n = 2° + B. 
其 中 a.8EN 由 8 为 奇数 ,而 对 于 任意 的 nw€N,n 十 1 六 1, 于 是 存 
在 唯 一 的 自然 数 4 和 ATRO, TE 
m + 1 == 2° + B: m= 2°. pi, 


fr) 一 
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内 为 8 为 奇数 ,因而 存在 jE 六, 使 得 8 一 2j 士 1, 于 是 ,对 于 任意 的 
自然 数 = 唯一 地 存在 a, C 六 ,使 得 
z= 2%2j+ 1) — 1 Cx) 

Cx ) 说 明 任意 白 然 数 nEN 与 右 序 对 三 a,j 之 一 一 对 应 . 构造 f Bi 
F: 

ANVXN-N, 且 对 于 任意 的 ijEN, 令 < 人) 一 2 027 
十 1) 一 1, 易 若是 单 射 的 ,并 旦 是 满 射 的 ,所 以 是 双 射 的 . 

由 定理 3.9 n[ 30.7 O N £| N x N 的 双 射 卫 数 - 其 实 , 山 
C x ) 训 知 ,任意 的 nE N ,存在 叭 一 的 1,7E N. a= 2 (2j+ 1) 
一 1. 于 是 收 
fO) = f i+ D Sij. 
WT N-NXN, E 广 ' 是 双 射 的 . 
下 面 计 算 儿 个 函数 及 上 反 葡 数值 : 

yce<0.02>)=0.f(<0.12>)=2,f/(C<1,02>)=1, 

fe s>) =21,/(C<2.22>)—19./(<2,32>)=27, 

10) 一 一 0082) 一 一 01 三 03) 一 和 2.0 一 ， 

£ '(S)=<1.12>. 

从 以 上 的 计算 ,发 现下 面 事实 , 即 

fo f ly = f( f '(z))= x, 

FOF ay D) = f !(f(< ay >)! =< r.y >. 

- - 般 情 况 下 , 设 A> B 且 为 双 射 ,由 定理 3.9 ALAT B-A 
也 为 双 射 ,并 且 f e SSAA, S f '=Is: B>B. 

定义 3.11 RAB, g: B>A WMA g ° f= I, M) fr g 为 
了 的 左 逆 ,又 茶 /*g 一 Ja, 则 称 g 为 了 的 右 道 . 

若 JAB 为 双 射 ,fF ! 既 是 下 的 左 逆 ,又 是 下 的 右 递 . 

定理 3.10 设 三 4-=* 厅 ,时 As G. 

D f 存 在 左 逆 当 且 仪 当 是 单 射 的 ; 

D f fr tE tr B i f 是 注射 的 ; 

D SAARELAN HAA 了 是 双 射 的 : 
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C4 MRS ROM TB UJ /的 左 着 与 在 道 相等. 

证 明 (1) 先 证 必 瞩 性 . 

设 8 是 让 的 一 个 左 道 , 则 gg。f=T4, 而 I 是 单身 的 ,向 定理 
3.5 可 知 夺 是 单 射 的 . 

择 证 公分 性 . 

办 为 了 是 单 射 的 ,因而 :A>ranf 是 双 射 的 ,由 定理 3.9 知 . 
/1 ranf :ranf 一 人 是 双 射 的 . 由 于 AN A TETE a€ AAE g 
如 下 : 
O Jy. ye ran f = B 

09 = la, x€ B - ran/, 

U 2: B— A 2 f WJ TER. h z 的 构造 中 知 ,对 于 任意 的 +E 
A, 


+ fe) = gU = FD — >, 
BP z ° f=Ta,B P z Rh f AAE 

《2) 先 还 必要 性 . 

没 丸 是 的 一 个 夺 道 , 即 六 一 Ts, 因 为 Is 是 满 对 的 ,出 定 
EE 3.5 nfa S ERIE. 

由 于 了 不 EE RRA RASOR EERE - 定 基 
EIA B IJO A H R R h B- APH F: 

对 于 任意 的 vE€ 8B, 由 于 了 是 注射 的 ,因而 fCiy:) 二 !z|f 
osy a @ .— 4 x, € f 'C(y)),. JF AO =r M p, B>A 
HF = AO ih E TORRE LEN yER, 

fo h(a) — FAGD) — fird) = v. 
其 中 -是 构造 志 时 ,对 应 的 函数 值 , 于 是 
£ ° h = Tas 


L ARRAYA RARER A TERN ORA RAT ERR F 
CR, I domF = domR , HIE AEETI H PINE A: p—= A Ht AETI 
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HEA W S O e Arm. 
43) 出 (41) 与 (2) 可 知 (C3? 是 成 立 的 . 
CD ADTA KIE A A E BETTE E g: B>A 
H FR TAR ABAAA O ARB ge fS’ E fe h 
一 站 WEM 3. 6I g= ge irge oSls Doe hlar h 
=h. I 
ELES ABRA, MU f B A ME f üzere, 2 r / 
BJ rE , H FL p FO YE ta pt 28 5 RI wA. 
[@ 3.71] (1) 设 fiN>N, 朋 fC 二 27. 试 求 了 的 一 个 左 
i; 
(2) BENN -10,1,-- 10). H 
. i11, <€ {10,1 101, 
fe lz, 7EN— {0 l0 
试 求 了 的 一 个 右 道 . 
(3) 设 了 ;2Z-r2Z ;月 了 (x) 二 x, 斌 求 卫 区 一 个 左 族 和 和 一 个 右 
解 OD 出 定型 3.10 可 知 . 上 的 左 逆 是 存在 的 ,并 且 可 以 有 


| 之 
NN 二 (9) 一 <2， 了 为 偶数 ， 
ly, ARK. 
则 是 /的 … 个 左 逆 ,对 于 任意 的 z+EN， 
gi e fer) = Br) — <+ 
所 以 ,5 ° =I B z, 是 了 的 一 个 诺 道 . 
取 sa:N >N. R. 
> y 
_ 2. vani 
BO lo. 为 奇数 . 
则 g: 也 是 了 的 -个 二 道 . 
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(2) 由 定理 3. 10 可 知 . 扩 的 右 道 是 存在 的 , 取 靖 :CNY 一 人 4) -~ 
N.P AS {0,1,10}, H 


9, y=l1l, 
hO) = 人 ys 1, 
则 对 于 任意 的 >E N— A, 
. ll, x= l, 
Jf ° hO) = f(h(y)) = 人 yll， 

W| Lf c h = luas. 

其 实 , 还 可 以 构造 出 不 同 的 A A. 

C3) 因为 了 是 双 射 的 ,由 定理 3. 10 可 知 ,Ff 的 左 道 , 右 道 均 存 
在 且 相 等 , 放 且 均 为 了 U NN, A A Osy 


习题 三 


1. 设 4= {1,2,34} B= {asb csd e) I F Fj- 7C% 8 RAE R F 
AT BCA FI B 03 868 RREO 哪些 属 上 A— BCA BJ 1 KR R ERRO 
集合 33 

R. 

Ri = 

R, 

R, 

R, -(<1.2>.<. 


Ee 1,422 


>) 


TLA} 
,3 


R (<1 2 3, es 


3c 


R, - 423. > <a d>. 

2. gE A—-B.R free 多. 了 Ng,fUg 还 是 函数 吗 ? 是 函数 的 ,还 
BFAD? 

3. 下 列 两 数 中 .哪些 是 单 射 的 ? W E MEERA 2 

(D) fiR—>R,fGO= =+ 1; 

(2) f.N—N .,feaz)= r+ l; 

FNN Sr) =r RIA 3 ARG 
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OR (01 >R) lg|=|; 

KO RIR SDS $ nr ER R HERM 

D AN>PCN) ,fr) 一 {k| 上 是 小 于 x 的 素数 }; 

(8) f :RR Jia) x’ —2r—15; 

o HAM, 
L e HRs 

(10 fC eo, 1] 1, ,frr 2r. 

4. W AS (abse) B (12h B SPA), 
到 B HRSTE P AE — += .区 到 ev A A 8k. 
证 明 : 若 A BTB +A Mj A— 5. 

6, 设 4,B,C 为 三 个 集合 .已 知 ATRAE OSCR). 

T. 设 六 34 一 4, 试 证 明 : 如 果 yC I. Y f= Ta. 

8. FiA >A ARIER T C f, fla. 

9. 试 给 出 桌 合 4 及 4 一 4 HADER 上 和 =, 使 得 f ERST e 是 满 
射 的 ,但 它们 都 不 足 双 射 的 . 

10. 设 gE At R, EH fC Cr H. domg dom f, bÉ HEHJ] Z= g. 

ll. Ú f A PREX U: B APOT: XFER ERB ¿(rin 
EAAS SE . HEB A APEE z 为 单 射 的 . 

12, PL ARXR ?Rf ry) Sa d y MAR 2 RX RER gO rK) 
Sa ty EH: Sor WERE BD (1346 AE P IJ. 
ERI A E 4k 64 3 5 EG. 是 4 上 全 体 划 分 的 集合 ， 
|| BS R GER kç. 
二 L001] 一 RR, 在 .ww log 3 s S WTF: 

S efg > |£ € w NgE A V r 
€ [ol ry g(z))220)1, 

证 明 S 是 .er by r 3 as (H T 4 F. 

15. 由 AASE Sh B 4 上 上 的 等 价 关 条 定义 为 

RE fn 

WO fefof eN +N, E 

fi =n 


(9) FN (0,11. fed 


AB 构造 个, 


fal 人 n AR 
7 lo, n 为 偶数 : 


六 (一 Pr 一 36 | y, J=0,1,2, 

ln) jo BR Ol 
R, 为 户 导 由 的 入 上 的 等 价 关 系 ,1 一 1.2,3,4. 

CD RAE N/R 二 112.3+4; 

02) EHRE fE IN RI NAR N IRON: Ra < >Ú HE, < S 
妇 分 之 问 的 加 细 关系， 

(3) R H= (10k lE NE fr... fa FAR. 

16, WARR, fO =a" 2: 

g:R—R,g(ry aad 


hi RR. hla): 一 1 
RAW z =“ 子 和 了 "各 有 哪些 性 质 ? fogh PORS f HR N 2 A 5 RROA 
REH. 
17. 设 民 是 和 上 的 等 价 关系 ,和 什么 条 件 上 月 然 映 射 J:4 ARA 
函数 ? 3FsR HOZ 6 e 
18. Pf $k 


FR R Sa) = L, 
gR -4> R,g(z) = z'(g MEERE gR = R); 
hR |= RAG = Z. 

DOR fog sh AE LRP; 

D 改变 f.g.h 的 前 域 .使 f.z.h RARE EARO. 


19. 设 
r+I 7 6.1.2,3, 
fiN—= N f) 10， = = 4, 
te rs 
3， SAAR 


CD PEA,=(0,.1.2),.B, {0,156 RR SAD RR f 1(B,); 
(D 设 A= lr r€ N Az DREO B= I RR DMR z ' 
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Ba); 

(3) 了 与 8 PAR Rg 

20. 设 z A-B. B +C. 

(13 EAS g eh fb H. z REANG £ BF 902, 

(2) CAS :和 是 满 射 的 月 7 Fš bJ 证 明 z 足 满 射 的 . 

21. 设 g€ (XY), X i a= ur |r€ XA ft r) OD hi AX h 
(a) r AE feh, =g eh. X RCX-A. rB Xehet =r HES f ° A, 

£ ° h E BCA. 

22, BRE (KX ,证明 : 对 于 任意 的 age (X OLHE h f heg 
就 育 7 一 & SAHA RPAH PERES- h :g :及 就 有 f =a. 5 H. 
Ha BWH. 

23. 设 f:4 一 44, 若 存在 下 整数 nn, 使 得 产 =7,, 证 明 / 是 双 射 的 . 

E /:X—Y.,ACY H BY, 证 是 : 
EMAND = FANE UB 

25. 设 /4 一 BB, 定义 g 如 下 wg:B8->P(A), 及 对 二 任意 的 65€ n. 

2b) = alr E AA f= Filo. 
证 明 : 如 果 了 是 满 射 的 . 则 z 是 单 射 的 . 
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第 四 章 H 然 数 


本 章 中 将 给 出 自然 数 的 集合 定义 ,并 且 讨 论 白 然 数 的 性 质 . 在 
本 章 中 , 若 无 特 殊 声 明 ,将 集合 中 的 元 素 均 看 成 集合 - 


$41 自然 数 的 定义 


定义 4.1 ÉE FATRA RA AS domF ,如 果 对 于 任意 
的 xE4. 均 有 (x) 有 A, 则 称 4 在 函数 五 下 是 封闭 的 . 
例如 ,地 FN>N, 且 FFG)==n 十 1, 取 A 一 N. 则 A 在 下 是 
封闭 的 . 车 取 B= 人 1,2.….10), 则 BEN, T E TER F FEE 
W. 


1889 #E , EJE H (Peano) 5 T $A ih H RAR O #83 E 5 N 的 
集合 定义 .给 出 了 满足 5 条 公设 的 系统 ,后 人 称 其 为 Peano 系统 - 

Peano 系统 中港 由 和 1 下 公设 的 有 序 三 元 组 三 M,F.e 六 ,其 中 
M 为 一 个 集合 ,下 为 M S M BJP EK. 为首 元 素 ,5 条 公设 为 : 

Ce€EM; 

D M 在 五 下 起 封闭 的 ; 

QB) eranF; 

UD F 是 单 射 的 ; 

《5) 如 果 M 的 子 集 ARE: 

DeEA; 

加 4 在 下 是 封闭 的 ; 则 A= M. 


r 个 
如 果 用 Er ce) 表示 FREE(e), 则 (1) 一 (4 说 明明 数 严 :AM-> 
az, 目 关系 图 如 图 4. 1 a- 
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2 7 Fe Fy PO 
图 4.1 

公设 5 称 为 极 小 性 公设 . 

定义 4.2 设 4 为 一 个 集合 , 称 4U44) 为 4 的 后 继 , 记 作 
AT ,并 称 求 集合 的 后 继 为 后 继 运 算 ， 

由 定义 不 难看 出 ,4 吐 A+ A4EA4+, 这 是 集合 后 继 的 最 重要 
的 性 质 . 

[Ü 4.11 求 下 列 集 合 的 后 继 的 后 继 的 后 继 ， 

D g: ' 

(2) A= (a); 

G B= a); 

解 

D @et=@U I @)= (2). 

@''=@tU(@+)=1@;'U0(@)=(2Z.41@)1 

D= DULD =DD GG). 

(2) AT—AU! (As erailak e fai 

AL TA UIA imina +(a,(aly). 

A+t' = {ala} (as fa}} {asla}, {alatti h 

(3) a 

B= {D sa {D a). B aiD nath 

Bilt={@ a Bal (Da Ga}}, 

(Bal Dra) {Da iD ,0)}}} 

定义 4.3 设 4 为 一 个 集合 , 若 4 满足 : 

Q) JEA, 

(2) ËY a€ A; 则 a! € A, 
则 称 A 是 归纳 集 . 

例如 {名 名! DTH, EAR D Zt. aa", 
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alti ERW, 
m aS ØH, (usa satt, REAR. 

从 归纳 集 的 定义 杆 以 看 出 ,他 ,名 . 儿 '“,… 是 所 有 归纳 集 的 
元 索 , 于 是 可 以 将 它们 定义 成 自然 数 . 

定义 4.4 自然 数 足 属于 每 个 归纳 集 的 集合 - 

内 定义 44 及 (后 ,全 后 是 归纳 集 可 知 ' 捷 , 厅 | 
名 '“.… 都 是 自然 数 , 分 别 记 为 0,1,2,…, 并 共和 任意 的 自然 数 的 
ISAE n =n U fn) H n E KKH H RR: 

0 一 分， 

1 一 0 一 10}， 

2=1'={0,1}, 


nt {01,2 nl}. 

定义 4.5 V D= (viv BAAR) T KND DAWA RM E 
合 , 记 作 NN. 

由 定义 不 难看 出 全 体 和 白 然 数 集合 N 是 所 有 归纳 集 的 于 集 . 评 
BECERME. 

定理 4.1 N RAAK. 

证 明 (1) NAZE FE— DHAR, A ENDE 


(2) Va, 
aE Nae ND 
=V vo 是 归纳 集 一 2 Ev) 
=V vw 是 归纳 集 一 a' € o) 
=a! € 1D<= EN. 
H (1), (DGA N 是 归纳 集 . I 


D D= ile ANARE YRA RAR Emit, EZE H ZFC 公理 系统 中 ， 
五 不 是 集合 . 
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定理 42 ÜN 为 自然 数 集合 ,o:N 一 NN, 旦 otn) 一 nt( 称 4 
AERA RO WJ < N so, Ø >E Plano 系统 . 

证 明 HISETEdE< N. I, D> E 5 条 公设 . 

由 定理 4.1 可 知 (1), 2) 成立, 即 

D ØEN: 

(2) 车 nEN, 则 om) 一 n' € N. 

G) V x€ N, om) Snt =n In) < Ø , Br DL A & rana; 

(4) 待 证 (应 用 定理 4.3 证 明之 ). 

(5) 设 SC N , HWE 

AES, 

@ #nES, Wn ES, 
要 证 明 S= N. 

只 需 证 明 NCS, 由 中 ,名 可 知 5 是 妇 纳 集 ,因而 SED, 于 是 
N- NDES. RAUEN <N o ASMER S5 RAR I 

第 5 条 公设 提出 了 证 明 自 然 数 性 质 的 一 种 方法 ,这 就 是 数学 
归纳 法 , 称 此 公设 为 数学 归纳 法 涉 理 . 

要 证 明 任 意 的 自然 二 都 有 性 质 已, 即 证 P(n) 为 真 , 先 构 造 集 
E S=!In|#€ NAPO), 让 的 构造 可 知 SEN RELE S 是 
归纳 集 , 即 满足 :四 ESO V nEs Rat € S, H Zt 5 aA S 
一 w, 即 说 明 全 体 自然 数 都 有 性 质 P. 用 数学 归纳 法 证 明 自 然 数 性 
质 时 ,应 分 两 个 步 观 ， 

第 一 ,构造 3$ 一 fmlmnENAPKz))s 

第 二 ,证 明 S 是 归纳 集 . 

定理 4.3 任何 自然 数 的 元 素 部 是 它 的 子 集 . 

证 明 ”用 数学 归纳 法 证 明之 . 

G) i S= (n|n€ N AV zCr€ n-—=z€=n)). 

《2) 证 明 S 是 归纳 集 . 

D v rE @—+xC Z22912 C S. 

@ ig n€ S,W| n€ N A V z€ € n—=zCn) AA. 由 定理 4.1 
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Hont € N. HHY > 
=€ nt=n U In)]=zr= xV rEn 

OË r=n, HA nnt ,所 以 Cn+. 

OF z€ x, S PETA, rC sC nt MJ Ent. 

OGM = ES, 由 数学 归纳 法 原理 可 知 S= N. 1 

用 定理 4.3 证明 定理 4.2 中 的 (4), 即 证 :o 是 单 射 的 : 兰 m 
===  ,W| = x. 

BILD5ECHESSTEEH ; AFW ,m = z. 

n€ xn! =m =m Ü mi=n€ m V n=m, {I n% m, A m n€ m, 
由 定理 4. 3 及 nae 知 #Cm, 类 似 可 证 wxCn, 这 是 政 盾 的 l 

定理 4.4 对 于 任意 的 自然 数 吉 ,nz; 则 m+ € n RR >= € 


MEB ” 先 证 必要 性 . 
m! En' =n in} 
= € n V m! =n. 
Dm! € n. 

m € ra' Am 7 € n=ə>m € m Nm Zn (定理 4.35 
=m € n. 
© m! =n. 

m € m! V m ' =n=>m Ë n. 
再 证 充分 性 . 
用 数学 归纳 法 证 明 . 
(17) 设 S={n|nENAY m(m€n—mt € nt), 
(2) V m(m& @— m EDORA A, DES. 
设 n€ S, FI uEBH 2* € S. 
V m, 

m € nt= n Ü (r)=>m € n V m = n. 

(D € n=>m* € n” (H S 的 构造 》 
=m' € nt! a Cn! ' ). 
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D m=n>m" nm! En! '. 

于 是 S=N. I 

定理 4. 5 任何 自 然 数 都 不 是 自己 的 元 素 . 

证 明 用 数学 归纳 法 证 明 . 

(1) WRS=(n|x€ NAn&m. 

(2) ge NA Z & Z2336. MAADES. 

设 n€ S, FEEN x+ € S, Bj! Ei z & zn, HE FH nnt. 由 定理 
4.4 可 知 结 论 正确 ,于 是 S 是 N 的 归纳 子 集 ,因而 S=N. 1 

定理 4.6 空 集 属于 除 零 外 的 一 切 自 然 数 . 

证 明 用 数学 归纳 法 证 明 - 

(1) 设 S' 二 {njnENAn0A Ø En) iE 

S 二 S'U{0}. 下 面 证 明 S 是 NN 的 归纳 子 集 - 

(2) 显然 多 二 0E 3. 

假设 nES, 下 面 证 nn* € S. 

nt=n U In). 
D n=0, Eit nt = S BRAD En 
© nx 0, tB S HRBTA nE S' PE EnEn , 因 面 好 和 


n". 
MODA S= N TI sS'r=sS— @y=S— (0) FESR T Et 
零 外 的 一 切 自然 数 . 

定理 4.7( 三 歧 性 定理 》 对 子 任意 的 自然 数 mn FEZA 
有 日 仪 有 一 式 成 立 : 

m € n,m = n,n € m. 

证 明 ” 先 证 明 以 上 三 式 中 至 多 成 立 - 式 . 由 对 称 性 ,只 需 证 明 
m€ n,m =n, PERAR M. m € x 5 n€ m 不 能 同时 成 立 . 其 
实 ， 

D) # n€ n Am=n, W) mE mHE 4.5 FE 
(2) mEn Anem, Jm En Anm AE 4.3), PETR 
mEm ZAF ATEH 4.5. 


R 
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下 面 用 数学 归纳 法 证 明 三 式 中 至 少 成 立 一 式 . 

D BE S= s|n€ NAY mmEN>mEnAm=nVnEm)). 

GD 证 明 名 一 0E 5S. 任意 的 m € N ,m= 0 ZË ms 0, 4 RE 
帝 , 由 定理 4.6 可 知 ,mE0Vm 一 0Y 0Em HATE 0€ S. 

D 设 nE5, 下 面 证 明 n' € S. 

nnES, 妈 对 于 任意 wwEN ,mEnY mr 二 nVYnEm 为 真 . 

(m C n nt=>nm C nt; 

(@m=xn€ xnt=>m€n' ; 

{Dn Em nt € m t (定理 4.4) 

Sn EmU [m Y 

. =n" =mV n Em. 

AO O OTA n ES PESSN. 1 

定义 4.6 AM, Fie, CM, Fire: > ERA Peano 条 
BF F ff rx R R h E 

(1) A: MM, 

(2) Ale) =e, 

(8) ALF, On)! =F,(A (n), 
则 称 <a Fia DAM: F e> EAMG iG IE M.I. F ,, > 
—<M,,F,,e,>. 

定理 4.8(N 土 的 递归 定理 ) Ë AN 个 集合 , 且 eE4， 
天 44: 则 在 在 唯一 的 一 个 画 数 a: NA, SETG AO Sa, BIT T 
任意 n€ N, 

hent) = F (h(a). 

证 明 请 参阅 参考 书 日 L1]. 

定理 4.9 M,F e> HIE -个 Peane 系统 , 则 Ns,o.0 
>~<M.F,e>. 

证 明 由 Peano 系统 之 间 相 似 的 定 久 可知. 只 要 证 明 存 在 入 
到 M IIIR A: NM, AO =e hia! == F(h(n)yBD HT. 

由 定理 4.8 可 知 ,存在 唯一 的 函数 有 满足: 
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h N — Mh = e, ËL AG!) = FOCn)). 
于 是 只 要 证 明太 是 双 射 的 就 完成 本 定 埋 的 证 明 . 

《1) 证 明 A 是 满 射 的 , 即 入 ranh 二 MM. 

由 Peane 第 五 笨 公 设 ,只 要 证 明 ranh 为 M 的 归纳 子 集 - rana 
TM 是 显然 的 .cE rana 也 是 已 知 的 .下面 又 只 需 让 明 ; 对 土 任意 
的 >, 若 Etanm, 则 天 CEranh. 因 为 Eranp, 因 而 存在 EN， 
使 得 Am 一 ,于 是 ja+) 一 下 (hn 一 Er)Eranp 这 就 证 明了 
ranh Jë M 的 归纳 子 集 , 因 而 ranh — M. 

《2) 再 证 明 疡 是 单 射 的 ,用 数学 归纳 法 证 明 , 设 StanE N 
AV mm € N Ah On) ER rn. 

OIE oes. REEI A On — h (0)=e,W| m= 0. 0; t|, f tE 
REN, {E m=k", W] kG )= h k) =F hk) E ranF, 这 与 
On) =A =e rank J 8 TÆ m= 0,8k 0€ S. 

© nes, HEH 2! € S,V € N WME And = h (m* )  HI| 
产 拟 0 否则 ,站 (0) 一 Am =F hn) E ranF ,这 与 h(0) 一 ce 人 &ranF 
矛盾 ,网 而 X0, PEFE k W mk ,因而 产 (m) 一 ACE = 
F hk =h Cn .从 而 得 出 FOOD =F Aa) LAA F 
射 的 ,所 以 有 (和 二 有 0); 由 nnES HA £= n EVA k! = m==n' , [8 
ma € S. SSN. 

综 上 所 述 几 是 双 身 的， 1 上 


342 传递 集合 


E47 j A 为 一 个 集合 ,如 果 反 中 任何 区 素 的 元 素 电 是 
A 的 元 素 , 则 称 4 为 传递 集合 .简称 传递 集 , 即 


A IGAR =V rY ya € Ay E Ama ED. 
定理 4.10 AA DRA T E A E ER: 
(1) 4 RAER R: 


(2) UASA; 
《3) 对 于 任意 的 y>E4, 则 ycC4; 
(4) 4 三 已 (4). 
证 明 O 一 (2) ,任意 的 .r， 
z=€UA=35G € AA z 65 
== € A, (8429 4 是 传递 集 ) 


PT, UAGA. 


(2) S3) ,对 于 任意 的 >， 
yE A>yCUA 


=s C A. (因为 U AC A) 
所 以 ,YYyE4, 则 SA. 
《3) 二 (4). 对 于 任意 的 y， 
yEASyTA (由 (3)) 
—y€ POA). 
D 一 (1). 对 于 任意 的 y- 
y€ AyE PA) CH (0425) 


4 


>y 是 4 的 子 集 一 * 中 元 素 为 4 的 元 素 
一 4 是 传递 集 ， 上 
有 了 定理 4. 10, 判 断 -个 集合 是 否 为 传递 集 , 可 以 有 多 种 方 


【 例 4.21 判断 下 列 集合 中 ,哪些 是 传递 集 . 
A ASDA 

(2) B= {0.1,2}; 

(3) C= pn: 
GD DP=<0.] = 

解 O) UA=í@,12 C A.H IEE 4.10 可 知 ,A 是 传递 


* 


(2 UB=U 2, CG C= {G1= {0,1}, 因 
(0,12 B, FTIA BB 也 是 传递 集 . 
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D C 中 元素 ta} 的 元 素 a WAF CAA C REIER- 

《4) D=<0,12>=((0),[0,1)), E F D 中 元 素 {0,1} 的 元 素 
1 不 在 马 中 ,所 以 D 不 是 传递 集 . 

定理 4.11 设 4 为 一 个 集合 , 则 4 为 传递 集 当 且 仅 当 PCA4》 
为 传递 集 . 

证 明 ” 先 证 必要 性 . 因为 4 是 传 递 集 ,由 定理 4.10 知道 ,4A 导 
P(4) ,又 已 知 4 一 UPK4) ,于 是 UP(4)SP(4) ,再 由 定理 4.10 
可 知 ,PC4) 是 传递 集 . 

特 证 充分 性 . 由 PORER A= UPAR A= U 
POCOCPC) 二 4CPCA4) ,由 定理 4.10 可 知 4 是 传递 集 ， 上 

定理 4.12 设 4 是 传递 集 , 则 U(4” = A. 

证 明 U4 一 UGC4UI4D 

一 CU4)UCUIAD 
一 CU4)UA 
因为 4 是 传递 集 , 所 以 U4S4, 由 上 式 可 知 ， 
UAt=A. 1 

定理 4. 13 每 个 自然 数 部 是 传递 集 . 

证 明 用 数学 归纳 法 证 明 . 

设 5 二 {nln€ N An 是 传递 集 }. 

G) 0€ S ERIR. 

(2) 设 mES, 下 面 证 明 = ' € S. 

由 于 nES, 即 n 为 传递 集 ,由 定理 4.12 知 , Un =n =n! , Br 
Ur’ Cn! ,又 由 定理 4. 10 可 知 ,n' 是 传递 集 ,所 以 nt ES, 故 和 
S=N. l 

定理 4.14 ”自然数 集合 N 是 传递 集 . 

证 明 由 定理 4. 10, 只 需 证 明 , 对 于 任意 的 n€ NSA nS 
N ZEA HAI. 设 

S= {inn € N An GN. 

Q) 0€S 显然 . 


《2) 设 n€5, 要 证 mn' ES, 由 mn€5; 则 mnCN, 又 {fn} 三 N ,所 
Dn (n)=n EN. ia ES A, S=N. Í 


54.3 自然 数 的 运算 


取 4 一 Nm EN 为 N 上 的 后 继 函 数 ,由 定理 4. 8(N 上 道 
HEEL) ,存在 瞧 一 的 函数 ,这 里 记 为 Ani NN ,使 得 4.(0) 二 m， 
Amn =a (A.G) = AnD) t 下面 应 用 A, SE X. N 上 的 加 法 

定义 4.8 设 4 为 一 个 集合 , 称 从 4x4 到 4 的 函数 ,为 4 
上 的 二 元 运算 . 

F 面 应 用 N 上 的 二 元 运算 定义 自然 数 的 加 法 、 乘 法 和 指数 运 
算 . 

定义 4.9 ++ NXN—N, RX PERK m.n€ N, + (< 
m> = An Emn, WE N 上 的 加 法 运算 . 

由 N 上 的 递归 定理 可 知 , 所 定义 的 加 法 运算 是 有 意义 的 . 

【 例 4. 33 由 加 法 定义 计算 3 十 2 和 5 十 和 


E 34-2—A,(2)=(AC12)7=((As0G0))1)! 
一 3 1 一 5. 
5HASA LO ={ AD) S (A2) SAG) 
=A 0) Tt t= —9. 
定理 4.15 i m.n € N , WJ 
m + 0 = m, (加 法 规则 1) 
m+n = (m+n). 《加 法 规则 2) 


证 明 ”由 定义 4.9 及 A, 的 定义 可 知 
m + 0 = A,(0)=m, 
所 以 加 法 规则 1 成 立 . 
还 是 由 定义 4.9 及 An 的 定义 可 知 
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m +n = Aplat) = ol And) = (m + n)', 
即 加 法 规则 2 RE 1 
〖 例 4.41 利用 加 法 规则 1,2, 计 算 5 十 4 


解 5 十 4 一 5 十 3" 一 45 十 3) 《加 法 规则 22 
一 (5 十 25)+ 一 (5 二 2) 〈 加 法 规则 25 
一 (5 十 1+) 1 一 (5 十 1) 7t 《加 法 规则 25 
一 (5 二 0)+ 1! 二 (5 十 0)1 t+ 《加 法 规则 25 
ttt 

=9. 


类 似 于 A. 的 定义 ,用 N 上 的 遵 归 定理 构造 两 数 M。 如 下 , 亚 
EN, 取 Ma: N>N, HWE 
M,(0) = 0,M, G y = M,(n) + m. 

这 样 的 郴 数 是 存在 并 且 是 唯一 的 ,保证 下 面 定义 有 意义 

定义 4.10 2. :NXN->N, 且 对 于 任意 的 m,nEN， 
为 N 上 的 乘法 运算 - 

【 例 4.5〗 下 定义 计算 3. 2 

解 3 2 一 RdC2) 一 MGL ) 一 MG) 十 3 M3C0+)+3 

一 M:0) 十 3 十 3 一 0 十 3 十 3 一 3 十 3 二 43) 


= A oA) 一 (400) 一 3 一 6 
定理 4.16 设 m.nEN, 则 
m * 0 = 0, 〈 乘 法 规则 1) 
m +n! = m * n + m. 〈 乘 法 规则 2) 


这 个 定理 是 Mn 的 定义 及 定义 4.10 的 直接 结果 . 
LAASI 利用 乘法 规则 1 和 2 重新 计算 3" 2 


解 3-2 一 3 1+ 一 4 "1 十 3 (乘法 规则 2) 
二 3* 0+ 十 3 一 3" 0 十 3 十 3 (乘法 规则 2》 
一 0 十 3 十 3 (乘法 规则 1) 
一 3 十 3 《加 法 规则 1? 


(3 十 2)- = (3+1)! = (3 +0)++! 一 3 tt =. 


119 


再 运用 和 N 上 的 递归 定理 构造 函数 E, F- RFR m € 
N ,E, : N >N, HWE 
E,(0> = L, Ent) = E, G) * m. 
定义 4.11 RO:NXN>N, RX TI SD meN., 
@(<m n>) E, GE" OA N 上 的 指数 运算 . 
【 例 4.7】 用 定义 计算 2°. 
解 3: 一 E,(2) 一 已 (1) * 3-E,(0) 3，3 一 1 3 .3 
一 MGC3)。3 一 (adi(2)? 十 上 - 3 一 (ai(1) 十 1 十 1) + 3 
Cdi(O0) 十 1 十 1 十 1)。 3 一 (0 十 1 十 1] 十 1)》 : 3 二 3，3 
一 MK3) 一 MG2) 十 3 一 MG1) 十 3 十 3 一 MO 十 3 3 十 3 
3 | 3+3 — A: (3) +3=6+3= A; (3)= = 9. 
定理 4.17 对 于 任意 的 白 然 数 zm,n, 则 
m" = 1, (指数 运算 规则 1) 


m 一 m" + m. 《指数 运算 规则 2) 


HERH JAER- 

定理 4.18 Homin k C N.M 
(1) mtir tk) = mtn) tk; 
(2) mtn =at ms; 

(3) m + (mk) =m * nm k; 
(A) m * or Rm * n) * k; 
(5) m * n—n * m. 


证 明 这 里 只 证 加 法 的 从 换 律 ,用 归纳 法 容易 证 明 下 面 两 个 


DY mnE Nmt ln 一 (mm 十 ma， 
利用 (1).(2) 证 明 如 法 的 交换 律 , 仍 用 归纳 法 . 对 于 任意 的 m 
e€ N, 
S= {nja € N Á m + n = n + m). 
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GD 让 有 明 0€ S. 
m + 0 m, 《加 法 规则 1) 
0 + m = m. CD 
所 以 , 关 十 0 一 0 十 到, 故 0ES. 
© 设 n€ S. TEIE nt € S. 
m +n! = (m+ n)", 《加 法 规则 2) 
nt 二 mm 一 ( + m) ' ED 
= (Om + n)'. (OU n € S) 
Bm ln =n m. Ék a! € S.B .S= N. 1 


$S 4.4 NN 上 的 序 关 系 


ES 4.12 Hmn € N WME n€ a, WER n J| F n. IE 5 < 


n. 

于 是 .msn< 一 加 Er n 

manm € n V m—xu<—m En. 

定义 4.13 (D PEs Em n> ma € NAmE HN E 
Wa 1: 3 

(2) 称 nNAm En 为 N 上 的 属于 等 
DEŽ: 

D PE imon Dim n EN Amna) H N 上 的 小 于 六 


UD EnS Emn lm n€ N AmEnt N 上 的 小 于 等 十 


RES 4.12 M Essin € ==N. 

H AE FE 4. TORIDA V mn € N mAn mEn nE 

m Letra kuy B g Pt se — R. 

定理 4. 19 € (<, N ERRER R ECD N 上 
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的 拟 线 序 关系 . 

由 自然 数 为 传递 集 及 .三 歧 性 定理 容易 让 明定 理 4. 19. 

定理 4.20 设 w,n.kEN. 则 

(1) m€ nc=> (m Ë) E a k) (nse>m| kn lk); 

(2) mEn >m" P€ n * k (mnm +: kn Ry, k3s 0. 

证 明 (1) ELE ESE. Hl m € n, iz 

= RIRE N A Gn — Ë) € (n Hk)). 

i; E OC S 

HIRAM 4n D= x ,m -0= m IS if tH = € n 得 知 Cme 
TOE t Di UES 

D RESER ES 


mHE nte CH S 的 构造 及 有 ES) 
>G 1 有 € (n+ É) (定理 4.4) 
= ¿(m HEDE (n tk.) 《如 法 规则 25 
=£! ES HEVA S— N. 


EWOH Ë) € aH UEHH m € n. 
SLf 8, m € nm = n.n € m RETLA a 
ROTE =n URA on k) E On re RHEE 4.5 AN 
FE myn SË n€ m, WEEER, atk) E Gn HE) 这 it 
MP TENEH mEn WR. 

“2) EELEE. HAIR 

对 于 enEN H mEn ERREK 0. > 

T= AJENA mk En k!I} 

D ie 0€ T. 

me 0 =m 0—m= mn 0! =n * 0+-n= n, H m € n, EA 
m+ 0 En 0! i OC T 
ik e€ T. FEN k ET. 

m. b 'l= (m+ kh imi € n k mR k € T 及 定理 
4.20). 应 用 如 法 交换 律 及 定理 4. 20. 可知 
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再 评 守 分 1 


n-k’ m= m + n+hk' € n+ mi kt= ni. n= xn. ktt, 
于 是 At Enek kk p! ET, A T = N. 

再 证 充分 性 ,由 二 野性 证 明之 I 

定理 4.21 设 ”mm 光 为 自然 数 ， 

D 如 果 m He=n Fk. 则 =n; 

(D WR RRO, B. m * k= n * b, WJ x — x. 

本 定理 可 用 N 的 三 歧 性 和 定理 4. 20 证 明之 . 

定理 4.22(N 上 的 良 序 定 理 ) 设 4 为 N 的 非 空 集 , 则 在 
TEME —A9 mE 4 使 得 对 于 切 的 wnE A,A m € (这 样 的 mw 称 为 
所 的 最 小 元 ). 

证 明 假设 4 中 无 最 小 元 ,将 证 明 4 二 名 ,为 此 令 

S = AJENA '3n@e@ € NAn<hkAnE A) 

(1) 0€S 是 显然 的 . 

(2) RRES, WiC E € S. 

对 于 任意 的 nek eson ER' m kt =RU te} PENER sË n 
一 和 

A n€. gI ke S INi në A. 

E n =k HEE nE A.F, APEE n BERRE T A,n 
就 成 了 4 的 最 小 元 了 . 这 与 假设 4 250] FE E kt ESA 
而 .5S 二 NN. 这 说 明 4 一 区 ,这 与 44 非 空 相 矛盾 . 

综 上 所 膛 ,4 存在 着 最 小 把 . 

ETEA ni 与 ms MRE A BJ SR C.A an SC, R. m, Em, nf 
Ali = ma, B 4 的 最 小 元 是 唯 -的 ， I 

推论 ”不 存在 这 样 的 因数 f NN ,使得 对 于 任意 的 自然 数 
m, FJ fi fa )€ fen). 

证 明 EGERN N> N. BJ @ =< ran f CN. H N 
上 的 良 序 定理 可 启 ,ranf 有 最 小 元 , 设 m 为 它 的 最 小 元 .出 于 mE 
ranf, MC fE fE n€ N EII SOD =m. 可 是 由 于 nt1)€ SGD =m 
是 /m1 € ran f , iX SS m H ram 的 最 小 元 可 盾 上 
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定理 4. 23Cw 上 的 强 归 纳 原 则 ) 设 和 4 为 NN 的 一 个 子 集 ,; 对 
于 任意 的 wnE N, WDF n 的 元 素 都 属于 4, 就 有 EA, 则 4 一 
N. 

证 明 ”假设 AS N. 则 NN 一 4 多 .由 NN 上 的 良 序 定理 可 知 
N- ABR REK mw. PER m 小 的 元 素 都 属 十 4, 由 定理 
中 的 条 件 可 知 ,mE4, 这 与 mEN- ATE. 上 

定理 4.23 是 第 二 数学 归纳 法 的 埋 论 基础 . 

用 第 一 数 学 由 纳 法 证 明 全 体 白 然 数 都 有 性 质 P 的 步 色 如 下 : 

构造 NN 的 子 集 ， 

T = nln € N APh. 

验证 : (1) 0ET， 

(2) 若 小 于 等 于 的 自然 数 部属 于 了 ,就 有 n' ET- 

MJ p= N. 

[@| 4.81 设 4 为 个 集合 .CG 是 个 函数 . 户 , 记 EN rA, 
EUFL a C N.,f., En, f, L n REI T: domG. H. foD SG 
Fa fn) =G Sa L ny. WI £, — f. 

证 明 ”用 第 二 数学 归纳 法 证 明 . 设 

T= {aja E NA ft S fh. 

a) 证 OET. f.O SGU OSG | 0)= f0, 
PELA .0€ET. 

(2)》 没 小 于 等 于 W ARARE S T EE n EF. 

Fia ECS tn) aS Nn! ) .由 假设 知道 后 
n = f, nl. iE G 为 隆 数 ( 间 从 的) EA i a DSG T 
n')=GUO, nl) P a T. BB H fit y—= f, F en! € 
全 .所 以 了 = N. 1 


习 题 四 


1， 淹 断 下 列 各 集合 是 否 为 归纳 集 . 计 说 明理 由 
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(D DATDA e Uara" attr) 

D HDD D ahs 

DOB HHHH jg 

(4) dasa” patt, ej, 

2. 计算 

q) 203; 

C2) 2N3; 

C37 Us; 

D NS 

(5Y UU? 

3. WERA: BRE DL AF0 8 RRE ET Ë SR J pa tik. 

4 证明: 对 于 任意 的 自然 数 man HA m € mm 十 nn 

5. 设 A 是 传递 集 ,证 明 A 地 是 传递 集 . 

5. 没 、 中 每 个 元 索 郁 是 传递 集 ,证 明 : 

(1) U. 是 传递 集 ; 

(2) 4 ər k Dt, (1-7 也 是 传递 集 . 

7. 设 fA 一 A RE RR aE A— ran. EA NSA, AAO Sash 
(aT) = fh Cn) ,证 明 也 是 单 射 函 数 . 
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第 五 章 Æ 数 


在 前 儿 章 中 , 曾 多 次 用 到 有 穷 集 合 、 无 穷 集 合 等 概念 ,并 用 
141| 表 示 过 有 穷 集合 4 中 的 元 素 个 数 , 本 章 中 将 给 出 有 穷 集合 ,无 
穷 集合 的 定义 .并 讨论 任何 集合 所 含 元 素 “ 个 数 ”, 即 基数 问题 . 在 
第 六 章 中 将 进一步 讨论 基数 问题 . 


3 5.1 集合 的 等 势 


本 节 中 讨论 两 个 集合 有 相同 元 素 “ 个 数 "的 问题 . 
定义 5.1 设 4,B 为 两 个 集合 ,车 存在 从 AB B AI eK 
数 , 则 称 4 与 B 是 等 势 的 , 记 作 AB. 
【 例 5.1〗 设 Nm 一 talaENAza 为 偶数 }， 
talnE N An HAR 
s= (z|z=2" An€ N) 
BU N ae Na Naa N aa NSN p 
# Wy I N— Na EV n€ N, f ny=2ns 
g:N-"Na HY z€ Nig D= n+l, 
A:N->Np BV n€ N, edt 不 难 证 明 ,f,g， LAERA 
KAAM N= Na, Nas Ns N= 
定理 5.1 (O) Z=N; 
(2) N XN=SN: 
(3) NQ; 
(4) (0, DR; 
《5》 [0,1 ]= 0.1). 
证 明 D f: Z— N. HY nEZ, 
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0, m = 0, 
ro 有， x > 0, 
Lzlzl 一 1， n<. 
易 证 /是 Z 到 N 的 双 射 应 数 ,所 以 Zee N. 
(2) 由 例 3. 6 可 知 N X NesN. 
(3) 因为 任何 有 理 数 都 可 表示 成 分 数 , 因 而 ,Y n€ N — 10), 
列 出 全 ,mE Z, 见 图 S. L 从 中 提出 全体 既 约 分 数 ,它们 表示 出 了 
全 体 有 理 数 , 按 图 中 所 示 的 路 线 将 自然 数 与 全 体 有 理 数 一 一 对 应 
起 来 , 即 Y z€ NN,，/(n) 为 [nj 旁边 的 有 理 数 , 易 知 , 玉 是 双 射 的 ,所 
以 WN 


a a oa gpt oe a Q. 
+ + + + u + 
CAJ 22 qp! o2 e 2 22 a202i ae 
t + 4, + 
aa cegla pable D — gal e zaf91 3⁄3 


上 


+ 


Babe 2A + pate gA a gaba ogg < gD Q. 


图 51 


CD Fi O DRY rE (0, D, AD 一 tar| E) , 则 /是 
CODAE R MILAR Z, HELLO, DR. 
(5) f [0,1]>=0,1),Y z€ [0,1]; 


2 

4 z=0, 

l x=] 
Fa) = 4 2 

=a, rsp] 

> 

= 其 他 


127 


可 证 f Æ JA O, DÉST R COo], A 
定理 5.2 设 4 为 任意 的 集合 , 则 P(4) 一 (4 *2). 其 中 CA 
一 2) 为 2%, 即 妇 到 2 一 {0,1} 的 全 体 函 数 . 
证 明 取 互 :PC4) 一 (4 一 2),Y BEPC), 
HKB) = Xs:A — (0,11. 

TEET 五 是 双 射 的 . 

(1) 证 H EÉ, Ut B BEPA) H BB: N HGD) 
Xa Ke, = H (B) ,所 以 H 是 单 射 的 

(2) 证 明 F 是 满 射 的 ,VY f€ (A—2), 

B= {z| € A A f€) = 1). 
则 BTA, A HUD S= x= f. W II 是 满 射 的. 

EIME, H 是 双 射 的 ,所 以 PASCA). 1 

定理 5.3 设 4.B,C 为 任意 的 集合 , 则 

a) ASA; 

(2) # A=. 2. BA; 

(3) # A= B H. B==C ,WN ASC. 

AE EE BJ HE BH PE fE >J RE. 

出 本 定理 及 定理 5.1 可知 .NZ,NNXN,Z~NXN,Q 
N,QTN XN, R01), RL0,1] 等 . 

定理 5. 4( 康 托 定理 ) 

(D) NÆR®; 

(2) W 4 为 任意 的 集合 , 则 AEPD. 

证 明 (1) 由 定理 5. 3 可 知 , 只 要 证 明 Ne [0,11]. AEE 
证 明之 . 否则 ,Nx[o.1], 我 们 要 推出 矛盾 由 于 设 N= 
调 存 在 双 射 函数 SNLO, 1]. V EN, ES ISe E 

ranf = [0,1] = {rrarrsrr Tat} 


将 .x 表示 成 如 下 形式 的 小 数 ， 


D AB S&T ASBES. 
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a m o 
= = 0, aP aP eg 


m gP gD 
T == O, aj ay ay e 


a q ® gO 
= = 0. af aP al 


一 m ee a, 
= 0. aP aP a$ 


HH OSa 9, i=l, 2, jml, 3 TRER EE 
当 小 数 点 后 第 7 位 及 以 后 务 位 全 为 9 时 ,将 这 些 9 全 变 成 0, H 在 
第 -1 位 上 加 1. 例 如, 当 >, — 0. 14999... Bf, 8 TZ ie 39 x=, — 
0. 15000% 

KERATON PIB E =o, bD i ,使 < 满足 以 下 一 


YY 袁 朱 法 的 唯一 性 . 如 此 选 出 的 小 数 是 
x ,但 出 ] < 的 构造 可 知 ,r 竺 riset, 
rn PHF JE. 所 以 NÆ], 


(2) 设 A HERM E A RATRE APA). AM, ETER 
FAR f. APA 2 
B=: r ua CAAT fir). 
则 BE PCA) A Br. f. BUPE z. € A.E S and B— 
la e€ aAr6.. 5... E r€ B.W a, 6 (a. )= EG 
B.W[ zc fied R.C BUL APA). Ë 


52 有 穷 集合 与 无 穷 集合 


定义 5.2 + TOE AHRNE n A~n, BI 
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# 4 是 有 穷 集 合 ; GUR ACERRA. 

定理 s.s 不 存在 与 自己 的 真子 集 等 势 的 自然 数 . 

证 明 只 要 证 明 如 下 的 命题 : 设 = 为 - :个 自然 数 .Y f€ (Cn 一 
日 了 是 单 射 的 , 则 f : 定 是 满 射 的 , 即 ran f ==. 用 数学 归纳 法 
证 有 明之 - 设 
S = In|n € N A V f(f € (n — n) A f EAHA eran — n). 

G) EOSO HA 14 Z; @-= @ W 2 Z= AE a FEA 
o€s. 

(2) RnS FEWE n € S. 

设 fin' at+, 且 上 为 单 射 的 , 设 f— lanin] RRR 
AAJ. 

加 xz 在 的 作用 下 是 封闭 的 , 凤 /站 mn€ (aa), FEAH 
假设 nwES 可 知 ,ranf 一 n, 由 的 单 射 性 可 知 , 必 有 f(x) 一 x, 因 而 
ranf =ranf U {a} =n U tn) n' , BR nt € S. 

(Q) n fE f AEREA RA PR f: m € n. fE f Ond n, J 
fGO)€ n, f€ m'n), EL 


n, a=n. 
和 == m, 


Faj, xn A r Nm. 
Úi z ZE £ fE F Resi 69, E. £ ESAI, ODA, ranf =n, 
可 是 ranf —ranf— n ,所 以 .n' € S. 

由 以 土 的 讨论 可 知 S=N， Ë 

推论 1 不 存在 与 自己 药 真 子 集 等 势 的 有 穷 集合 . 

证 明 CHEIR. 若 不 然 , 必 存在 有 有 穷 集合 4 和 A 的 真子 集 B， 
使 得 ASB N te f f A =B H. f JE 0. 由 于 BC A, ME 
在 ae AAa B=ranf/. 

另 -FE HT ARAKEA AmE Ë PR SR n tE A= 
.于 是 又 存在 g;A4 一 x 旦 是 双 射 的 ,并 旦 g una MAg 'i AE 
IAJ. A= eg TB) e feg 1=((g P B> > f) ° g ,县 domA 
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t-n, d A ERATA. 可 是 .由 上 于 að B=ranf, HV, g lta) & ran 
l (e ÈB) e f) AW gla) E rank, fR E gla) En TA rant Ca, HI 
A Ë n Ej n fU EP S EJ 00 303108 90. A Ek r ARE 与 自己 
BJ PC PRS ATES EE 5.5. 1] . 

推论 2 D 任何 与 白 己 的 真子 集 等 势 的 集合 都 是 无 穷 集 . 

D N 是 无 穷 集 . 

证 明 由 推论 1 和 例 5. 1 本 推论 得 证 d 

推论 3 任何 有 穷 集合 都 与 唯一 的 自然 数 等 势 . 

证 明 设 4 为 -个 有 窍 集合 , 若 存 在 自然 数 4,m, 使 得 An 
F. Az. 由 定理 5.3 IJA nam. 由 和 N 十 的 一 战 性 可 知 , 对 此 二 和 
mm n,m—- n n€ m SRRA HAY SA -- 式 . 若 m € n, R m 
,这 说 明 与 月 已 的 真子 集 > 等 势 . 这 矛盾 于 定理 5.5. 类 似 地 ， 
也 不 可 能 有 n€ m 成 立 , 因 而 只 有 m==n.。 I 

定理 s. 6 任何 有 穷 集合 的 子 集 仍 为 有 穷 集合 . 

为 了 证 明定 理 5. 6, 先 给 出 :个 引 理 : 引 理 的 证 明 留 作 习 题 
‘见习 题 五 中 5.). 

SIE 设 c 为 白 然 数 有 的 真 于 集 , 则 c 与 某 个 属于 x 的 自然 
数 等 势 . 

证 明定 理 , 设 4 为 -AIRA BOA B= ARER 
MQ ar. 下面 没 RCA 由 定理 5. 5 的 推论 3 可 知 ,存在 唯 -的 自然 
数 刀 ,使 得 4=m 思 而 存在 双 射 两 数 

f: A — n. 


易 知 ， 

FhBB— fB) 
U ERAR. AA, BSSR Cn. 由 引 理 可 知 ,存在 mEn, 使 得 
sm, 轩 而 二 也 是 有 穷 集 合 、 I 
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55.3 Æ 数 


集合 的 基数 或 集合 的 势 是 集合 论 中 基本 的 爸 仿 之 ,在 朴素 
的 集合 论 体系 中 讨论 基数 的 概念 ,只 能 从 几 和 规定 (或 公理 ) 出 发 . 

在 前 几 章 中 ,对 于 有 穷 集合 4 来 说 , 曾 型 14 | 表示 A 中 的 元 
素 个 数 . 设 4 为 任意 个 集合 ,现在 规定 用 card4 表示 4 THÈ 
过 “个 数 ", 并 称 carda 为 集合 4 的 基数 ,并 再 作 以 下 5 条 规定 . 

(1) 对 于 任意 的 集合 4 和 B.E 

cardA = card F 当 且 仅 当 A4 == B. 

(2) 对 于 任意 的 有 穷 集合 4 ,规定 与 4 GHA ARE n YA 

的 基数 . 记 作 


cardA = n. 
(3) 对 于 自然 数 集合 N ,规定 
cardN = Ra PORRA Koa y. 
(4) 对 于 实数 集合 只 ,规定 
cardR = N. 

G 将 012 RN: 部 称 作 基 数 , 片 中 .上 月 然 数 0.1.2，… 
称 作 有 穷 基 数 ,而 RN 称 作 无 穷 基数 , 并 项 定 用 希腊 字母 eÀ, p 
等 表 朱 任意 的 基数 . 

设 集合 A= {abse} B= iial bhs ih Ngina CN An 
HREOC. NaS la n€ N An 为 奇数 ), 按 5 RAE. W cardd = 
cardB—=3 card Ng card Na — card N— Rocard 0.1 ]J=card (0,1) 
—card&— N. 

设 < 为 任意 基数 . 令 

K, — izr PEL $E £ F. cardx = x). 


当 e= 0 REKSA — SE A o 时 , 称 K, 为 基数 为 < 的 


DT RER ERRA RAERD ZERGE -PER ERAR. 
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集合 的 类 ,而 不 称 K. WREED 
$5.4 基数 的 比较 


定义 5.3 设 4, 召 为 任意 一 集合 . 

D PEES AR H. £ E ief , P 8 REF A, REA 
劣势 于 已, 记 作 A< : B. 

D EAS + B E AZB, WEK BENEAT A RAGNE 
势 于 五 , 记 作 A< + B. 

定理 5.7 iZ A.B N VSS .WJ A< - B 4 R fx 4 #£ £ c< 
至 ,使 得 ASC. 

证 明 必要 性 .因为 A 和 <- 如 ,所 以 存在 单 射 晴 数 f:A 一 B, 令 
f A—>ranf N f h A S| ran f 的 到 射 耳 数 ,所 以 Amran, PIER 
C=ranf SB BY. 

充分 性 CTR A ASC, METERS A ACR g: 
A—>B, AY <€ A,g(z)=g(=), W| g Æ AR] 8 ñ 8 ñf. A 
A<-B. l 

推论 W A.B 为 二 集合 . 

GD # ATB, W A< - B; 

D) E ASB, M A< + B H. p< + A. 

证 明 简单 . 

定理 5.8 设 4,B:C 为 二 个 集合 . 

C AS + A; 

D # A= - B R. B< + C.,Wl A< + C. 

WESA BR fE >J EBI. 

定理 5.9 iA BCD HATERA BAAS. BICS 
- D. WJ 


D exot. f ZECA Sher PJ HEB KORTERE. 
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WO È BANDA. AUC BUD; 

(2) AxC< * BXD. 

证 明 O) H PAS- p B c< - D, AUETA F, 
s. :A—B,g COD, R. AUC—BUD, k. 

JJF, z€ A, 
lgcr), z€ C-— A, 
容易 证 明志 是 单 射 的 ,所 以 AUC< + BUD. 

《2) BOOBA FARR Ag ,并 取 HHH:AXC>BXD, 且 对 于 
TERR y>EAXC, hr y> =< f(z),z(z)2>, UE ñ 
是 单 射 的 ,所 以 4xC< BXD. 1 

定理 5.19 RA B,CD HATRA EGM cardA=cardC 
=r, card8 =card D=, M] 

A <+ B 3 RI 54 CS. D. 

证 明 hOg ASC Bas DD NTE f. A =C B. 
HAG g: B-D HAIM. 

必要 性 . 因为 AS + B. Pr PA ffe të BTPS SR A A— B. 令 J— CZ 
eA) e FTR iC D. HF f 1, 有 ,8g 全 是 单 射 的 ,根据 定理 3.4, 
7 是 单 射 的 ,所 以 CES + D. 

类 似 可 证 充分 作 ， 1 

根据 定理 5. 10 可 以 给 昌 基 数 的 次 序 的 定义 ， 

定义 5 4 设 “,h 为 二 基数 .4, 疙 为 二 集合 且 cardi 一 *， 
cardB — A. 则 规定 ， 

(D esa H Bi AS > B; 

(2) eLa 34144 5 A<: RB. 

[#] 5.21 eA DORRE a MEERA 4 和 日 ,使 
得 ATR H cardA= <x,cardB=- à. 

证 明 对 于 基数 wx.24, 存 在 集合 外. 工 , 使 得 cardK--xscard/. 一 
A, H x< W£ K< - 工 , 于 是 存在 f. K— L B. f hatay. 显然 了 
是 KK 到 (CK) 一 ranf ERAH. 取 A= ran f, AK J B= L, 
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hir) = 


W ATR, E cardA=cardK= =,cardB==ard1I.—2. 

Kí 5. 3 CO 设 w 为 任意 一 个 基数 , 则 os; 

(2) ÉZ 为 自然 数 , 则 Ct. 

证 明 O) 对 于 x, 存在 集合 4, 使 得 cardA 一 rk; 叉 所 :名 一 入 
年 是 单 射 的 ,所 以 ,ZI + A—>0=<x. 

(2) Hi F nC N H n€ N. JAn + N, T. Ë: n = card < 
card N = Roen tu. 

UA 5. 4〗 Rmn 为 两 个 自然 数 , 则 

mEn HARY mEn 
证 时 留 作 习 题 ， 
定理 5.11 设 4 为 任意 一 个 集合 , 则 
card4 < cardP (A). 

证 明 JR f. A—PCA), BV z€ A,fCr)= (z) € P (AD, 52 3 
子 是 单 射 的 ,所 以 A=< + PEA), Xh EERE U, AŚ PCA), PR 
以 ,4< e PCA A 

card4 < eardP (A). 1 

EE 5. 53 没 <, ,为 3 个 基数 , 则 

(1) rs 

(2) £ cA Fl AS M| e=. 

本 例 是 定理 5. 8 的 直接 结果 . 

定理 s.12(Schróder-Bernsteir 定理 ) 

D RABH SEAS. A< B H B< AW A~B; 

C2) 设 x,4 为 二 基数 , 若 x 所 4 日 AK, M c= A. 

证 明 Dh A<- B B. B< + A TJ MI fF fE Sk F fl z. f A 
>B AHAH. g BA 也 是 单 射 的 .车 A-rang= Zf , N| z Ë: B 
到 4 的 双 射 ,因而 A==B. 下 面 过 论 Arang% 所 的 博 况 . 

设 Co= A-ranz,C,+ = g(D,), rh D,= f(C,),n=0,1,2..s- 
f, z B fl 2 EE E 29 El 5. 2 所 及- I 
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HESE Ian € NArz€C., 


hæ) = 
T C leste, 否则 . 
A ° ° & - 
A 二 
Z f ` Z s~ 
B ~ —— 
n D I} 
5.2 


下 面 证 明 衣 是 双 射 的 . 

D 证 大 是 单 射 的 ,Y zar i € A H z < z>- 

FI monin BJ V) SE n), 88 8 z, € C,,, zz € C,, [H T f BJ Pe 
射 性 可 知 A Ced- (z i) f (ra) =h (=n). 

EV n€ N, a &C, B. zz & Cas N| =i, z; € rang, H g 的 单 射 性 
UJA ACD =g lC) E g (za) Are). 

EJ nsr 或 rs 不妨 设 E€ C, , MRE PAER mE N ,Tz 多 Cw, 这 
BHAC) = f(zi) € Da, W Aler) = g! (z,) & Da, PIDA hlr) ~h 
kra). 

EE, A 是 单 射 的 - 
© 证 明 产 是 满 射 的 , Eq h BIE p] Sl, ran C B, F Tj BE EH B 
ranh. 又 因为 
B= U D.|n € N))U (8 — U(D.|n € N)), 
BW X RE U DnE NYC rans B(B--U)I(D,|n € NDE 
ranh. 

因为 万 ,= lC) 一 hCC,) ;所 以 UID.|n€ N)Cranh. 又 因为 ， 
Y y€ (B—U(D,|n€ N)), Bf Ë) g (y) & C, (m EN) J EE, h 
(gO) =zg l. g(y)) =y, IHE y € ranh, BTK (B— U (D, |n € 
N))CranA. 这 就 证 明了 “是 双 射 的 ,所 以 A~~B. 
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2》 是 人 4? 的 直接 结果 下 
以 下 将 Schroeder-Bernsteri 定理 简 记 作 5S 8B 定理 ,此 定理 对 
集合 基数 的 比较 及 证 明 集 合 之 间 的 等 势 起 很 大 的 作用 . 


〖 例 5.61 设 有 4,B,C 为 一个 集合 ,项 4 三 BSEC, 开 ASC iL 
明 A= B=asC. 


证 明 (Hj: AC BC 有 4<C, 由 定理 5.7 WERA, A< 
* B R B< 4 由 S-B 定 理 可 知 ASR, X hE 5.3 u| SI, A= 
BesC. 

定理 5.13 R==(N-=2), H N—2— 2^. 

证 明 mh S-B BE, HRE R< + (N 2211 (N SDS + R. 

(1) HERS + (N—2), X. MISS WEBH(0,1)< + (N—2). 为 此 
构造 函数 H: (0,1) (N—2). 对 村 YW z€ (0,1),z 表示 二 进 制 无 
限 小 数 ( 注 意志 示 法 的 唯一 性 ), 右 (2):N 一 10,1), 昌 YnEN, 取 
HODA 的 第 tm 十 了 位 小 数 . 

例如 , 当 = 一 0. 101110011…B， 则 

HO = HCO = 0,H(z)(2) = Y.H(z)(3 — 1, 
Ha (4) == 1, H (2) (5) = 9,HCGz(6) 一 0 


BRN awr P. FT Ga) S H Ce) A H AER, NED + 
(N—2)=> R< + (N—2). 


= 


《2》 再 证 CNY-2) 扩 只, 又 只 需 证 (YN 一 2 去 [0.1 J. 

V fe CN 一 2 , 则 了 的 函数 值 确定 -个 [6, ，] 区 间 1. 的 实 
S. f. Z/Coy.r(1)./C2 y. (3). e RR 130,151. 130-00 
]:… 时 : 取 十 进 测 小 数 y=0.1011100011--:. MU c 1 

DA FEFE ACN =D + [0,] JN =2) 

由 S-B ERTH R=(N—2), B R=2". 1 

DA 5.7] PEA A3 PAER. 

(1) # KAL, M eis 

(2) 车 << kuyu M| g< ar, 


证 明 (1) gA C > == As A AN z, DA Epe AEL e ea 
否则 AKAA ASH A r= => =s À AAS, H S-B 定理 得 yx 一 x 一 4, 这 
与 4 之 yy 于 盾 . 

类 似 可 证 明 (2). 

定理 5.44 (D Ë 4 为 任意 的 无 穷 集合 , 则 N< A; 

(2) iR e 为 任意 的 无 穷 基数 , 刚 兴 vs <. 

本 定理 的 证 明 卓 利用 选择 公理 . 请 参阅 参考 pA] 

推论 1 设 x 为 任意 的 基数 ,x 一 Ro, 当 且 仪 当 « EARNER. 

证 明 ”由 定理 5.14, 必 上 乾 狂 足 然 .下 面 证 充分 性 . 

设 «为 有 穷苦 数 , 则 存在 白 然 数 4 一 <; 而 nCN, J] 是 “一 x 一 
Ra d 

推论 2 有 穷 集 合 的 于 集 ERUR RA. 

证 明 i aAa DAREA. BZA cardA= w cardB =à, H iE 
1 u[ l. eso. 

HT BCA 和 定理 5.7 的 推论 可 知 ,2 入， A. H E X 5.4 nT 
B A= cardB S card A= =, F J ASR. H fB) 5.7 ALA NR, FE 
由 推论 1 可知,B 为 有 穷 集 合 . 上 

推论 3 设 A 是 NN 的 无 穷 子 集 , 则 card A — to, 

证 明 因为 4 是 无 穷 集 ,由 定理 5. 14 知 ,N<，。，A. 又 因为 
CN 所 以 4<， YY: 由 和 -五 定 理 可 知 ,4=N, 故 card4 一 No l 

定义 5.5 Ü 4 为 一 集合 , 若 card4 拓 So, 则 称 4 为 可 数 集 或 
GEJE S 

由 定理 5. 14 可 知 , 集 合 4 是 可 数 集 当 日 仅 当 4 RARR 
cardA—= RCE ASN). 

定理 5. 15 集合 4 是 无 学 可 数 集 当 且 仅 当 和 4 可 以 写成 如 下 
J X: 


lanaz aa ssh. 
证 明 留 作 习题 . 
定理 5. 16 ”可 数 集 的 子 集 是 可 数 集 . 
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证 明 设 4 为 任意 的 可 数 集 ,如 二 4, 由 定理 5. 7 的 推论 可 
RL, B< - A< - N, FR cardB&cardA ScardN=>card B< Ro, BT 
以 BB 为 可 数 集 ， E 
定理 5.17 可 数 个 可 数 集 的 并 集 是 可 数 集 . 
证 明 设 4 4 ,4 是 可 数 集 , 又 不 入 设 Ais Arse 
… 全 是 无 穷 TRON METOE TREM. mams .15 可 知 ， 


A, = (augue, "t an 
A, = (aa amran, tadar} 
Aa a ds Gar sudant} 


ZA. = {dn dv dr A 


a, dl XR) = 1,2,0. 
对 于 任意 的 和, 称 i 十 j 为 a 的 层次 . 按 各 元 素 层 次 的 大 小 排序 , 层 
次 相同 者 按 : 的 大 小 排序 ,并 且 规 定 ,如 果 在 排序 中 发 现 当 前 出 现 
的 元 素 与 以 前 已 经 排 好 序 的 某 元 素 相 向, 就 将 当前 出 现 的 元 素 删 
除 ,最 后 得 


U A, = {aysa ananasa 
CE amat]. 
再 由 定理 5.15 可 知 , U4, 为 可 数 集 , 且 为 无 穷 可 数 集 。 上 
定理 5.18 设 4 为 元 穷 集 , 则 记 (A) 不 是 可 数 集 . 
证 明 留 作 习题 


55.5 基数 运算 


为 了 给 出 基数 的 加法、 乘法 、. 寡 等 运算 的 定义 ,必须 先 证 下 面 
的 定理 ， 
定理 $. 19 WO K IK, LL, 为 4 个 集合 , 若 Kiss Ky, La me 
L, + BU] 
139 


D WR KI 1L,=K, L, = @,W| K ULK: UL; 

(2) K, XL KX Las 

D LK =e L= Kx. 

证 明 为 KiK, L~ L HAERA A KiKa, 
g:Ia>Le. 

D ShK ULK: UL. H 
[F z€ K, 
glz), <€ L 
BE 2 ERA PTA KiU Lame K, U Le- 

ER EER L = K, L = P PW e tt ,结论 不 成 立 . 

D Z h KXL >K: XL BV <r y> EK XL, 

h(< r,y>) =< largo) >, 

易 证 是 双 射 的 ,所 以 ,Ki X Lise K; X Lo. 

(3) BH: (LK O> LK), HY hE CLK), H(h)= 
f° (ho g. ARAS 3 Ps. ER H (h)S CL Kuy, FAEH H 
是 单 射 的 , 设 加 ,hs€ UaK) R h Shko WEEE L I aG) 
Nh (D XT E Lu, z (O E L,. f g OARA H AOA H (A.D H 
W: 


hír) = 


HAED = f ° hog OGE — Fad, 
而 
H ADD = £ ° (h. ° gD EU = (h G). 
IH 地 的 单 射 性 可 知 H AD DSH (h. (ZU), PEHO N 
TIG) 8k H EA, BT bA aK) + (L: #K:). 
类 似 可 证 , (二 :一 天) e (LaK, H S-B aA (7, — 
Kiy=me(L;—= K). 1 
TEER 5. 19(3) 的 证 明 中 ,也 可 以 不 用 S- 5 定理 ,几时 再 证 明 
H kW M BJ. 
定义 5.6 设 <, 为 二 基数 . 
(1) 十 AM 一 card( 兵 司 工 ) ,其 中 天 ,区 是 满足 天 门 堪 = 一 人 :而且 
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+ 
-( D s 
cardK =x,card L=) 的 两 个 集合 ; 


(2) x + A=card(K X L), Eh K, L EME cardK = c,card1. 
二 4 的 两 个 集合 ， 

(3) e =card (L-K), HP K , L 是 满足 cardK 一 x,cardL 一 A 
的 两 个 集合 . ， 
对 于 任意 的 二 基数 x,X, 在 求 它们 的 和 、 积 、 短 时 ,由 定理 5.19 
可 知 ,可 从 K, , K, 中 任意 选取 集合 ,都 不 会 影响 运算 结果 . 

【 例 5.8】 设 0,1,2,3,4 为 基数 ,证 明 : 

Q) 2+4=6; 

(2) 2X3=6; 

(3) 3:=9; 

(4) =l. 

证 明 (1) R A= iab}, B= (c .d, e f} fB ANB =Ø, H 
cardA=2,cardB=4,AU B= {a,bscid se, f) ==6, PTER, 

2 + 4 = card(A U B) = 6. 

(2) 取 A= {a,b}, B= (a,b,.ch l| cardA=2,cardB—=3,Ax B 

6, 所 以 ， 


图 5-3 


2X3 一 card(4 X B) = 6. 


(32 R A—11,2),.B= {a,b,c}, M CardA—=2,cardB=3,A— 

B=9. 所 以 ， 
3? = card (A — E) = card9 = 9. 

《4) RAS D,B= ØD, N cardA—cardB — 0, 0 = card (Ø — 
D=card(Ø)=1. 

[H 5.91 设 ” 为 自然 数 ( 有 穷 基数 ) , 则 

(1) n+ Ro =N; 

C2) n. R i= a; 

(3) Rot Ro Noes 

(4) Ru e Ro= t. 

证 明 留 作 习题 . 

【 例 5.101 设 “为 任意 … 个 基数 ,证 明 ， 

(1) “十 0 一 As 

(2) <+ 0=0; 

(3) e» 1=s; 

(4) =l; 

(5) 0 一 0 (x¥0); 

(6) 

(7) 

(8) adl=—=xn" G WAI ERO. 

证 明 留 作 习题 . 

定理 5.20 (1) 设 4 为 一 集合 , 则 

294 一 cardP (A); 

(2) 设 < 为 … 基 数 , 则 <Ç 2, 

证 明 (1) 由 定理 5.2 知 , (4 一 2)PCA), 于 是 ,2* 一 card 
(CA—2) cardP (A). 

(2) 设 card4 二 x, 由 定理 5.11 知 cardA<cardPCA), 又 由 (1) 
知 cardP(4A) 一 2”™ ,于 是 ,x 二 cardA<<cardP (A) = 2 — p=—><x< 
2. 1 
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es 


推论 (1) cardp (ND = 2Ëto, 

C2) cardP( 玉 ) 一 2 , 

(3) R — 2. 

证 明 只 证 (3), 由 定理 5.13 知 ,Rx(N->2), 所 以 ， 
=cardR=card(N — 2) = 282 t= 2. | 

由 本 定理 及 其 推论 可 知 


cardP(N) =2No,cardP PN = 2 ae 
No 
cardP(R) = 2X — 2° oard PPR) = — 2 pa 
于 是 可 得 
0<1<2 < < Ro < Ro < E < ... 
并 且 可 知 元 最 大 基数 存在 . 
下 面 讨论 基数 运算 的 性 质 . 


:县 满 足 KNL=KNM=LNM= .于 


定理 5.21 IR xA, p 是 三 个 任意 的 基数 , 则 

C) HASA ee e ASÀ e xs 

(2) xt AA D= HAH e, e A p= * À) ps 
(3 x+ AFS n e Ag ps 

C4) è AS rs 

(5) Ce + A)2—= 4 Xs 

CE) GODSE, 


证 明 REN KLM, WI cardK =e, cardL= AÀ, cardM = 


证 明 以 下 命题 : 


A) KUL=as LI K K> L=zL>X K: 


是 本 定理 的 证 明 等 价 于 


H 


(2) KU CLUM5== RUIDUM KX (LX Mas (K Xx L)> 


{3) Kx (LUM)=s (Kx L)U(K xM; 
G) LUM)=>K)=(L—>K)X (MK); 
(5) (M— (KX L))==(M—K)>x (M— L); 
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(6) (M—(L—K))=s (Lx MK. 

证 明 只 证 54》,(5),(6). 

(C4) R H .((LUM)—K)—(L—K)X (M—-K),V FELU 
MSK) R HOSE IL, Sf A M>, RA, f L€ (L—K), f 

1 ME(M—>K). 

O 证 明 H 是 单 射 的 . 

对 于 任意 的 Ahe CCLU M)—>K),3 AS f,, WJ f, F L 55 
f L fü f, L M Sg f, MEDEIER, J E 

HO) =< fi IL, f IMD=>3< f, L.f, M >= Ho), 
所 以 ,下 是 单 射 的 . 

© 证 明 F ERK. 

对 于 任意 的 所 sg, 六 > € (L— K)X (M—K)>;,# rH g€ (L— 
K), hE CM=K), A f=gUh, 由 于 工 门 M 一 杂记 以 ,FE (CL U 
MR) f | L=z,f M=. AM H= <g A>, Hgh 
之 的 任意 性 ,可 知 如 是 满 射 的 . 

HO ,四 可 知 ZT 是 双 射 的 ,所 以 (4) 戌 立 . 

(5》 取 H. (MKX L) (MK) X (ML), {EY FEM 
KXL) H= <g, h> EP, gE (M>K),h€ (M-L), Hš 
ÆN mEM, fnm) = <k, > zg CGm)= k,h(m)=1. FAE H 
是 双 射 的 . 
© EH H 是 单 射 的 . 

Y fio f€ (M— (K X Ly), f < fa. Bi 5E Se nf 5,255 g, M h, 
与 h 少 有 一 对 是 不 同 的 ,于 是 
HSD =< gh >N < gok: >= Hf), 

所 以 H 是 单 射 的 . 

© 证 明 H 是 满 射 的 . 

I DY <g A> EMK) >= ML), 取 f: M>KX L, i3 
对 TV m € M, Sfm =<g(m),h(m)2>, M HO = <g,hD>> , BE 
以 五 是 满 射 的 
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SEEE, H 是 双 射 的 ,所 以 
M — (K X L) == (M — K) X (M — L). 

(6) 2 H: (M— (L— K) (LX M)—> K) ,使 得 对 于 Y fe 
(M—(L—K)),H(f) € CLX MK) 并 满足 ,Y <¿,m2> € L 
XM, HDi m>) = fmd) ,可 以 证 明 态 是 双 射 的 . 

© Y fi fe MT (L— K) B. f. x 则 3 m € M, I fa 
Cm) < f,Gn) ,进而 人 存在 4E 了 ,使 得 f,Gn) CD fem), f Cm 
>e LXM,T E, 

HKFOC lem >) = fin) Q) < f,Gm) G) 
= H(f) (CT Lm >), 


所 以 H 是 单 射 的 

© 对 于 任意 的 z€ (LX M-— K, f€ (M— (L— K), fE 
得 ,VY m € M.V IEL fm) (D —g(<¿,m2>) TE, 

HOD 1,m >) = fn) = g(< lm >), 

FA H(f)= z, H EW. 

ODOTA F 是 双 射 的 ,所 以 

ML> KD) =e (GQ. X MK). 1 

锥 论 ” 设 <, 为 任意 一 基数 , 则 

G) e+ AHD = utal: 

(2) x+ AHD =x .Ars 

(3) EEA 

由 定理 5. 21 和 例 5. 10 本 推论 得 证 . 

定理 s. 22 itr à u 为 三 个 基数 , 若 eA, M 

{1) Heite 

(2) < * 2 > ps 

(3) KA 

(4) ps 不 同时 为 o. 

证 明 (1) RRA A B,C E ATB, BAC= Ø, H cardA 
=x, card B = à, card = p, W) cA, H AUCEBUCSAUCS * B 
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UC ,内 而 ， 
K + g= cardcA U C) < <ard(B U C) = A+ g. 
(2) RRA A,B,C, R AC B,.cardA= x,cardB =2,cardC = 
Ho DA 
A x C C R x C=A Xx CÇ =< B x C, 
于 是 


k- p= card (A X C) < card(8 > C) = à - p 
(3) RRA A, B.C, ATB, H cardA =x, cardB =), cardC = 
p HIE CA) + (C— B). h F ASR, ALY /€ (C— A) 
= f€ (C>B). 2 H: (C>A) > (C> B), BV f€ C—A,H(f)— 
FTIR H ERREI, ACAS - (C8). FE, 
K” = card (C — A) = card (C — B) = 2”. 
(4) RES A,B,C, ATB, H cardA= x, cardB = À cardC = 
mM ga REIES + (B—C). 
D 4 a= CSA AER 0 F E: AS @ eA A 
—C=@ , J 
p“ = card A — C) = cardg = 
© ux 0, n C, c€ C. 
取 H:(A>CI> (BC), HY f€ (A—C),H(/f)= fU UB 
-ADX {CP =g, W] z€ (BC), REY fu f, € AOR AS 
FoM gwg A H ERRA PELAS + (B—C5. 
g = card(A — C) < card B >O = yA § 
[ 例 5.111 证 明 Ro 280 — 28. 
证 明 cardN<cardP (N) —=card (N> DSR 2N, 
又 ISN, EX 5. 22 可 知 
2e = 1. PN, C Ro e 2e ag 2N , 2No — PRO N. ~ 28. 
FR e 22s, 
EH 5.23 设 “为 任意 的 无 穷 基 数 , 则 
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sÇ card (B — C) = pò. 


证 明 请 见 参考 书目 [1]. 
定理 5.24 设 <,4 为 二 基数 ,其 中 较 大 的 为 无 穷 基 数 , 较 小 
的 不 为 0, 出 
£ À = x+ A= maxi, à}. 

证 明 不 妨 设 es A, BE R 3E TE BH 

x 十 上 一 x 二 A 
G) 由 定理 5. 22 ,定型 5.24 及 例 5. 10 可 知 
=A HOKA x4 A= 2 + AA e ASÀ 
=>À+ == A. 
(2) 由 于 << 0, aji 


AA t LSA AAA 一 1 


=>À e == 2. I 
推论 ie HRA, 

£ + x = x * = x. 
MEER 5.25 设 w 为 无 穷 基 数 , 则 


= 2“. 


KÈ 一 2 
= == 2* I 
最 应 指出 ,应 用 选择 公理 的 种 等 价 形式 ( 基 数 的 可 比较 


性 ?可 以 证 明基 数 的 三 歧 性 , 即 对 于 任何 二 基数 eA e AeA A 
< 成 立 朋 只 成 立 其 一 . 


习 题 五 
1 RAIRE o 和 :六 分 别 为 4 上 的 全 体 偏 序 关系 和 全 体 拟 序 


关系 集合 ,证 明 va, 
2. 设 集合 4 在 红 ,在 (4 一 A) 上 定义 二 元 关系 尺 如 下 ， 


= (< fg > |f,z € (A A) A ranf = rang) 


9) ER RE 4 一 A ERSEK, 
《2) BLS CA—A/R==PC(A)— D). 
3. Bab 为 任意 二 实数 , 且 a<b,HEBH[o,1Jes[a p ]== R. 


PS 


° pnag 


12, 
. BEFB 0 5.9. 
14. 
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- 证 明定 理 5. 3, 即 证 明 等 势 关系 共有 自 反 性, 对称 性 和 传递 性 . 
- Be 为 某 个 自然 数 = 的 真子 集 . 则 c 与 属 上 的 某 个 白 然 数 等 势 . 


证 明定 理 5. 8. 


. 证 明定 理 5.15. 


证 明 :=(* 关 2) 个 可 数 集 之 并 为 可 数 集 . 
证 明 :n(n 之 2) 个 可 数 集 的 卡 氏 积 是 可 数 集 . 


， 证 明定 理 5.18. 
. W A= {n nE NAnS01,B= in| nE N AnS 0). R: 


(1) cardA š 

(2) cardB; 

(3) cardi AUB); 

(4) car ANBI. 

设 A.B 为 二 集合 ,证 明 ; 如 果 ASB, M cardP tA) —=cardP CB). 


WEHYI 5. 10. 


“第 六 章 计 数 


序数 是 集 合 论 中 又 一 个 重要 的 概念 ,学 习 过 函数 及 其 性 质 之 
后 ,已 经 具备 了 学 习 序 数 的 条 件 . 


$ 6.1 关于 序 关 系 的 进一步 讨论 


在 第 二 章 中 ,已 经 给 出 了 偏 序 关系 、 氛 序 关 系 等 概念 ,特别 是 
给 出 了 良 序 关系 及 其 良 序 集 的 概念 . 

在 继续 讨论 之 前 , 先 给 出 良 序 关系 的 一 种 直观 的 描述 是 有 益 
H <A <> H -TARRE N 4 关于 良 序 关系 < 有 一 个 最 小 
元 , 记 为 ,着 4 的 子 集 4 一 {fo} 关 放 , 则 它 又 有 最 小 元 , 记 为 ,再 
考虑 AKTE A ton ,车 它 非 空 ,又 得 到 最 小 元 zz ,继续 这 一 
过 程 ,得 


tot ts. 
车 和 4 一 {sti,…} 关 久 , 还 得 到 它 的 度 小 元 , 记 为 1w, 直 到 用 完 4 中 
全 体 元 素 为 止 , 将 4 中 元 素 排 成 如 下 形式 : 
t <t Kt ty tN <t, 
这 就 是 良 序 集 的 直观 描述 . 

下 面 定理 进一步 描述 良 序 集 的 性 质 . 

定理 6-1 设 <4,<<>> 为 拟 序 集 ,< 为 4 天 万 上 的 良 序 关系 
当 上 且 仅 当 不 存在 函数 f: 六 一 4, 使 得 对 于 任意 的 n€ N ,#f fen! 3 
<fG). 

证 明 ”必要 性 . 否则 ,存在 函数 /: N 一 A, 对 任意 nEN, 均 有 
IRKI EE z=C ran £CCA. Ff f n€ N .使得 == f (m) ,而 此 
时 有 fCn')<<f(n) 一 zx, 于 是 zz 不 是 ranf 的 最 小 元 ,由 xz 的 任意 
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性 可 知 ranf 己 4 无 最 小 元 ,这 与 < 为 4 上 的 良 序 关系 相 了 矛盾. 
充分 性 . 若 < 不 是 4 上 的 良 序 关系 , 必 存 在 非 空 集合 BC A, 
召 中 无 关于 < 的 最 小 元 , 因而 任 取 hE B, B| bo 不 是 B 的 最 小 元 ， 
TEE b € B, {E13 b <b EPE, TETE 6:€ B, {E18 b,—<b AEE 
这 个 过 程 , 令 
R= {<n p> |n€ N A bE B A ba Chn} 
显然 有 domR=N H ranR CB, MERAM SS —FEJE zü ( M $E — 
章 注 解 ), 必 存在 函数 SOR H. dom f=domR= N,ranfC- B, X Xİ 
于 任意 的 n€EN,f(n+)<f(n), 这 与 已 知 条 件 是 才 盾 的 . 1 
定义 56.1 设 <<4, 环 疙 为 一 个 拟 序 集 , 称 segt: 一 {zx|xEAAx 
<) t BUDI r. 
Am EMFER<R <DE R 为 实数 集 ,一 为 小 于 关系 ， 


seg0 一 (一 c ,0) 1seg1 一 (一 00,1) ,seg 去 一 (一 co 去)… 


# B FC N,.<> E, ERHI n€ N.segn= (r|=€ N A z< 
nl =. 
定义 6.2 BA, <DD>, <B, <D HAAMU fE, ETEN 
HAR S: 4 一 B, 满 足 如 下 条 件 , 对 于 任意 的 zEA,yE A,z—<.y 
当 上 且 仅 当 AKS) MPRA <S < B.<,> 2 [8965 ie 
fWE<A,<i>S9< B, K> R f EA, < >| (B,—<,> Eñ 
问 构 , 也 称 


Er KISSE FO” 
为 保 序 性 . 
例如 , 良 序 集 达 {1,3,5} <> <(0,1,2) ,人 > 是 同 构 的 , 共 
3: HR f hr E: 
f: (1.3,5—40,1,2, R. 
0, z=1, 
roh z=3, 


2, ==5, 


易 知 了 是 到 11,3,5)>> ,<>šJ<(0,1,2), C J ER. 

氢 序 集 之 间 的 同 构 关 系 具有 自 反 性 、 对 称 性 的 传递 性 . 请 见 下 
面 定理 

定理 6. 2 R;<A,<,>,<B,<,>,<C,<,>1p= 4 E 
集 , 则 

D <A,<,>S9<<A, <>; 

D ELA, <D, K> MLB, L DA; 

O ELA KDB, K> RLB, KLE, 
A KDLC, <, 

证 明 D RSS WRD SELAK SELA < > 
EA ATLA KRCA. 

(2) BS ELA, < DEE, <:> K E F, E s= f U 5 
证 明 g ELB, <SPAN. 

《3) BS a< A, <,2>38|< B, <E , e KLB, <>A 
SC, < SHIH. A A= z ° f. B 5 p : A—C 旧 为 双 射 .并 且 对 
TERR rye A rKy W FD LSO I f(x) 和 fG). 
ESED KESO T gf x) =g e Fadhla) e Fy) =g 
e JODA), FÆ RADKA OD 8k h EIRFA, h 是 一 
A,<;>>9J<C,< > 6. I 

定理 6.3 Rf: AR 且 为 单 射 ,<s 为 上 的 拟订 关系 ,在 
4 上 定义 关系 < 旭 下 ,对 上 任意 的 下 3 各 及 Ac f Cr) Ke 
ZO), WJ 

G) KAA 上 的 拟 序 关 系 ; 

D 桨 <s 为 巨 上 的 拟 线 序 ( 氢 全 序 ) 关 系 , 则 <。 为 4 上 的 拟 
线 序 关 系 ， 

O 若 <a Jp B 上 的 良 序 关系 ,刚玉 4 为 有 4 上 的 良 序 关系 ; 

证 明 O 只 要 证 时 <<- 具有 自 反 性 和 传递 性 

D 任意 的 TE A, fr) € ran GB, H -T-—<, 的 反 自 反 性 , 故 
TOKES Ca), H <a AIE LETA, T Cear), H e 的 任意 性 
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可 知 ,<* 是 反 自 反 的 . 
D 对 十 任意 的 ,yz 人 4. 
zay A y<az 
= fD Ka) AFO KS) 
= f) Kaf (z) 《 
= raz, 
F R: <, 是 传递 的 . 
(C2) AOBA k: A EBE 26 A, Am FUE YE IH <, 只 
有 三 歧 性 . HE, h< 满足 三 岐 性 ,及 <4 的 定义 易 知 < 也 满足 
ZH, Ama 是 4 上 的 拟 线 序 关系 . 
(3) 由 《2 只 需 证 明 A 的 任意 非 空子 集 都 有 最 小 元 . 
8 CTA H CZ @ WJ AOSB H SOAD AFAR 
上 的 良 序 关 系 , 故 7C? 存 在 关于 < 的 最 小 元 , 设 为 如 ,因而 存在 
asEC, 使 得 Sla) =b, Wl ao 为 C 的 最 小 元 - 否则 ,存在 aEC, 使 
得 a 过 sao; 由 定义 可 知 ,f(a) <sf ao) XE f (ao) =b. 为 ACC) 的 
节 小 元 矛盾 . 
推论 <A, K> LB, <> HAAA, HA, <a> 
ZLB, <>, M 
(1) 车 其 中 之 一 -为 拟 线 序 集 , 则 另 一 个 也 为 拟 线 序 集 ; 
《2) 车 其 中 之 一 为 良 序 集 , 则 另 一 个 也 为 良 序 集 . 
证 明 BS YLA, <a> SLR, K> E Y zy 
EA r Kay SOKO AER 5.3, e RE 1 
定理 6.4 设 和 4,B 为 二 集合 , 且 BOA 
G) <, HA LAFAR M< TEAB FRF 


EH 


为 < 是 传递 的 》 


E 
(2) 若 <a H A ED R PF 3 8 , W| <, F BB 为 B ERWE 
关系 ; 
《3) <, 为 4 上 的 良 序 关系 , 则 a E B 为 B 上 的 度 序 关 
系 ; 
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证 明 肥 f=Ja, 则 了 是 BB 到 BB 的 双 射 函数 ,因而 是 8 到 
有 的 单 射 函 数 ,并 且 Y z,y€ B, 
Ta By<=> fa) Kaf O) 
由 定理 5. 3, 本 定理 得 证 . 下 


S 6.2 ， 超 限 递 归 定 理 


定义 6.3 i2—< SG A 上 的 拟 线 序 关 系 ,BS4, 若 YiGG 
4AsegtC 且 一:E 玉 ) 为 真 , 则 称 五 足 4 的 关于 < 的 归纳 子 集 . 

定理 6. 5( 超 限 归纳 原理 ) 设 头 为 4 上 的 良 序 ,二 是 4 关上 
<< 的 归纳 子 集 , 则 p— A. 

证 明 否则 , 必 有 上 B 为 4 的 真子 集 , 则 A— RED, HFA 
及 上 的 良 序 , 因 而 A 一 B 有 最 小 元 , 设 它 为 m, 而 对 DY y,y€ AA 
y<m,W| y€ B,J E ,segmC B.T B BE 4 的 关 十 < 的 归纳 子 
集 , 于 是 mEB, 这 与 mE€ A 一 B 相 子 盾 .从 而 B— A. i 

定理 中 的 条 件 “< 为 A 上 的 良 序 ” 是 必要 的 ,考虑 拟 线 序 集 
二 尺 , 二 祖 , 其 中 二 为 小 于 关系 ,不 难 验 证 上 二 (一 ,0] 是 尺 关 十 
去 的 归 缚 子 集 ,但 BZ A. 

定理 6.6 <I A 上 的 拟 线 序 : 如 果 对 上 A 上 的 任何 关于 
去 的 归纳 车 集 都 与 4 是 由 等 的 . 则 < 为 4 FARF. 

证 明 只 要 证 明 4 的 任意 的 非 空子 集 均 有 关 王 < 的 最 小 扎 ， 
ECA A WJ fE + f fE. 下 面 证 明 C 为 室 集 或 有 关于 扫 的 最 小 
JL. 

i 令 


R={t| tE AAV z=(z<€ C-+£—<zx)) 
则 BZA R B OC—= 2. B ERTE AHX J: < RJ) TE, Br tA 
分 以 下 两 种 情况 计 论 : 
(1) B 不 是 A HAAT E, ITE oE A, {E1} segto 守 Bi 
& B. FEHER o 为 C 的 最 小 元 .因为 is 仿 台 , 因 而 必 存 在 z€ C, 
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使 得 z =<, AAH Cflseut = @ .3E z. & seg = (r|=€ BA > 
<r) BE za = t T MIT TAER <r £ € segto) RA t & C , Er 
kk ra 22 C Rh 
(2) B 是 4 关于 << 的 归纳 子 集 ,由 定理 的 条 件 可 知 p— A, H 
BAC= ATA ANCS A, HY CC A.E H| ki C = Z. 
综 寺 所 述 ,C Jus E SRI RTH RDE 3 HL rh C 的 任意 
性 可 知 .过 为 4 上 的 良 序 . 1 
为 了 给 出 序数 的 概念 ,下 面 需 要 给 出 超 限 递归 定理 模式 ,在 这 
FÉ BU yE PE RA zÑ CP 宙 要 引入 二 元 谓词 公式 了 Cr.y)(z 与 和夫 有关 
AD EPH r fL H E CRA KADEH. 
超 限 递归 定理 楼 式 APERAR Yr, v), 下面 所 叙述 的 
是 一 羔 定 理 : 
B< t (y ADARE EY f3 Y ,yy) 成 立 , 则 存在 唯一 
的 一 个 以 A DELAR EY EA, YE seg, F GO 成立 
本 定理 模式 的 证 明 需 要 替换 公里 模式 ,这 里 不 证 ， 
由 于 >yGCrvw 的 任意 性 ,决定 了 超 限 递归 定理 模式 可 以 构造 出 
无 穷 多 条 定理 来 . 
下 面 举例 说 明 这 条 定理 模式 的 亨 用 . 
为 了 应 用 这 条 定理 模式 .首先 应 给 出 Yey)? 来 ,以 下 面 方 尼 
给 出 y(zryy) 的 -- 种 形式 : 
设 4, 为 二 集合 . 且 玫 为 上 上 的 长 序 , 定 义 
《4->B) 二 (f| 对 于 某 个 1E AS : segt >R) 
BGE CAB). B. YO. y) 8 
JED. z€ (4 一) 
> | W 
D., N. 
这 样 取 的 x 与» 满足 的 关系 7, 使 得 VY /3 DAA RAE 
限 递 归 定 理 模 式 , 则 存在 唯 -的 阔 数 五 : A 一 BB, 使 得 Y +E A. FG 
=G(F } segt). 
应 用 这 个 结果 , 当 肥 良 序 集 <<N,E> 时 ,segn 一 {7|zEn} 一 
154 


nm, 于 是 


Find =G Yn). 

它 的 前 几 个 值 为 

F00)=G(F 1O =G), 

FOD=GF | D=GU<0, F>), 

EID =GE F D=GUL0, EOS, <1, FOS}, 

FSG | 3)=G(0(<0,£(00)2>,<1,F0)2>,<2,F(25 
>j 
TRATTA EH G, F BEUE— MRT , Pk F Eh Cey AE 
的 . 

在 下 面 定理 中 ,y(z,y) 又 取 到 了 另 一 种 形式 . 

定理 6.7 <A, <a> <B, <> ARAR TE N FA 
种 情况 至 少 成 立 其 一 : 

GD ZA, <a 

(2) TAsgd, <A> HEB; 

D Asega. KID LB, Lr aE A. 
HE, <A <h 4 329. (E scga ERRIA <, 在 segb 上 的 限 
制 、 


AR, K>; 


AERA IE PS T Ë TE, ENER, RAA 
与 另 “个 的 某 个 前 节 是 同 构 的 - 

证 明 在 超 限 递归 定理 模式 中 , 取 7y(zyy) 为 : 

|B —ranz) 的 最 小 元 ， 当 B -ranzr 关 他， 
>L, 34 B —ranz= @, 
MF e 为 不 属 1 请 的 固定 元 素 . 

对 上 此 Yey) ERY f3 í: y7Y(f.y) 成 立 , 又 因 ALa HA 
FAIRE RARE RE ER, TAE F, A domk =4A,Y £ 
EA EEFI ran (F F seg =F isegi), FE 

(B—F (segi AE, 4 B— F (segi) A A, 


F= e, 否则 . 
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下 面 分 三 种 情况 讨论 : 
情况 一 eeEranP. 设 < 是 4.= 人 le ARCGbO 一 小 的 最 小 元 ， 
下 面 证 明 政 1sega 是 <sega , <> £j< B , < ;>2> 2 [B] B3 IF] g. 首先 
记 F° =F | sega, M] F° : sega—B. 
G) HE F° 是 双 射 函数 : 
DNA F(a)= e, kt B— F (sega) = Ø , T E: ,ranF° = B , Misi 
F" EREI. 
ON z, yE sega PIDI r Kayo 
ray >F lsegr) TF (segy) 
=> B—F (seg) TRE— F (segr) 
= F(z)<sF Cy). 
Ti WH rry 28 FODE FGsegy), M FODE F (segy), J: F 
COFFE ,这 又 证 明和 F° ERATE, Mi F° 是 双 射 的 . 
GD 证 所 是 保 序 的 .YY r.y€ A, 
ray<aa F(x) KF Cy) 


是 显然 的 . 

反之 , 若 FOz)<asFCOy, W >& A n AM ray. 

由 (Di 可知 ,<sega , <2>Se< B , Ku. . 

WAZ ranF=— B. BI F EW 28401 FA BJ: BH, 
可 证 F 是 单 射 的 ,并 且 是 保 序 的 ,从 而 FF 是 之 4, < > I< B, <a 
>= jg FEj#J Bi < Aa, <a>, K. 

WAE ranF C B. É: b R: B —ranf 的 最 小 并 ,下 面 让 明 
rank =segb. 由 于 的 最 小 性 ,有 segb 守 fran 下 反之 ,VY y € ranF. 
J xE4. 使 得 y 一 F(x), 即 yy 是 B 一 (segz) 的 最 小 元 ,从 而 yy 
<h, Bihi y Esegb. 8k ranF 二 segb. 类 似 于 情况 -二 的 证 明 . 可 
证 明 F ERUH HURAI LA, <a> segi <>. l 

定理 6.7 BR TIERT B FREZER £ , EA E 
定理 . 
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363 Æ 数 


为 了 给 出 序数 的 定义 ,再 一 次 使 用 超 限 逆 归 定理 模式 ,请 媳 下 
面 定 理 . 

定理 6.8 设 尺 为 集合 4 上 的 诺 序 , 则 唯一 存在 一 个 以 4 为 
定义 瑾 的 函数 瑟 , 使 得 对 于 任意 的 EA, EG) =ranlE | segt) = 
IE(z)|=—th. 

证 明 在 这 里 只 需 取 二 元 谓词 公式 y (a, y) 29 ?一 ranz, 这 个 
公式 对 于 Y f3 ! yCy 一 ran 放 是 成 立 的 ,又 因为 < 为 4 上 的 良 序 ， 
由 超 眼 递归 定理 模式 ,可 知 ,存在 唯一 的 以 妈 的 定义 域 的 函数 五， 
TETY ¿€ A,YC(E Ù segt, EGRI, BJ 

EG)=ran(E f segey= (ECGa) |z—<:). 1 

由 定理 6. 8 ri H Jan 8k TUAH RF RERE S Be. 

定义 6.4 设 <4,<> 为 良 序 集 , 忆 为 定理 G 8 中 所 定义 的 
函数 , 令 x 一 ran 互 , 则 称 z NAFRA, <>A E -R ARE HA 
BERRA. 

[#] 6.1] (1) RAF R<A <>, A= {a,b,c} a<b<e; 

(2) 良 序 集 <B, 必 汤 中 ,8B 二 {1,3,5) ,之 为 小 于 关系 ; 

C3) 良 序 集 <C,< 泛 中 ,C={a,d,e,h), 且 a<d<e<h. 

求 以 上 3 个 良 序 集 的 E- 象 ring. 

fE D ESE <a} =, 

EGQ5= EG)|z=<6)= Ea) =}, 
ECG(c)= (EGz)|z<c] = (Ela) EW) =Ø, 0) 
于 是 ,< 之 4, 尺 之 的 E- 象 
a=ranE={Ø, {Ø} (D {Ø})}=10,1,2)=3. 

(2) EGO= (E(z)|z<1)= g, 
ECGD=(EC)|z=<3)=(EG))=12), 
E(5)=1E(r)|z<6}= {ED ,E(3)} = (2, {2}}, 
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a—ranE= {Øi} (12 {i= 10,1,2)]= 
(3) E(a)=@, 
Eld)={E(0)}= {GZ}, 
Ele = {Ela E) {GB} 
ms pe LOED. oh， (6,12). 
ae=ranE = (2,12), 12,661. 10. {GGT 
=10,1,2,31=4. 

于 面 研究 前 段 值 域 函数 E Fl E-E. 

定理 6.9 VL<A, <> 1 B PF 4, E Hi BIERA e 5 < 
A <SERR , WJ 

D YEA, EWR EG); 

(2) E 28 A £ = Z ERI ILUST A 88; 

(38) V SE As EG) € EG); 

(4) e=ranE 是 传递 集 . 

证 明 O) R B= rE € AAEG)€ EGY MI BSA, AEE 
本 18 B Bon H EG) 6 EG) (EG) iz 

s PETE <i H EGS EG), A fii EGGE), K UÉ WH s 
Ca a 这 与 i 为 B KRDA SE. 

(2) 因为 arant, WANE E 是 满 射 的 ,下 面 证 明 玉 是 单 射 
EJ, V s€ A H sz, DEA s< MI EG) € ECD), 由 (i) 知道,E& 
G)& KG). FE(s)Z ECO W E ERRAI K i E Bro fs. 

(3) As.r€ A. KEENE EGO ERRA. 22 E E(s) € E 
OMETE z— f$ EO EGAR iH (2) ul 8 E 是 单 射 的 ,所 
LA r— s. BI ; <. 

(A) EuS EG). E ELTA fF z< hita = E(z), 
JA u € ranE— a, LB a 是 传递 集 . 4 

EREA, < a lu X 569 3. 

€.=(<x,y>lz=€ AAyE ANrEy), 
由 定理 6.9 Éy (23, OOA Ca, € D> SO CA , <>. 
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Pe IORA CD NETERA B 8 (<0,1>, 
<02>, 

ES {<0 D0 20 3L] 2,323. 
定理 6.10 PIAR F SRA Kg AS 4 ELAR 4 22 E. fT AA ELA 
E-F. 

证 明 SLIME RESLA, <K> HR 
€-#@ a. |< A KID <a, E.2>SS < A, > ATCA > 
BLA K>, 

BZ BLA, <> <A,,<,> , FAEH E HA a 
ER W f ALA K> LA <D D E A FE E,., E, 
分 别 为 二 4， < >< A, <,> J Bi BEER, E-A 
329 a 和 as M) Er < A, <D La =, > Z Í] Ë5 EE , E, 是 
和 4 全 与 二 ae 人 > 之 间 的 同 构 . 令 B— (sls EA A F G — E, 
C7 (5))}. 下 而 用 超 限 归纳 法 证 明 如 一 4 由 定理 6. 5, 只 乱 证 明 B 
J A WTA PEY EA segs EB, EH s€ 5 

E= [Ea jrs) 

{EAf ED rs} (segs TB) 

= {EO ykf 

U ESA KDH LA, <> Z [sJ BB Hl Fg) 

— {Ef(s)), 
所 以 :EB. 于 是 B 是 4 关于 过 | 的 归纳 于 集 ,由 超 限 归纳 法 原则 
可 知 ,B 一 A1. 因而， 

a —ranË = [F (s) s€ AS {EC IE A.) 

={E EA} =ranE San 1 

定义 6.5 设 < 为 集合 4 上 的 良 序 , 称 良 序 集 一 4 ,二 之 的 E- 
RILA <> F 3. 如 朵 个 集合 是 菜 个 良 序 集 的 序数 , 则 称 
这 个 集合 为 序数 . 

在 例 6.1 H.A, <DE RD 3, < B, < 之 的 序数 也 为 3， 
TLC, <> MFA a. 
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不 难看 出 所 有 的 自然 数 都 足 序 数 ， 

定理 6.11 同 构 的 良 序 集 具 有 相同 的 序数 ， 

由 定义 5.5 及 定理 6. 10, 定 理 5.11 得 证 . 

【 例 6.2) 给 定 下面 3 个 拟 线 序 集 ， 

G) < 一 4 一 人, 一 11,2,3,5,7.8) ,所 为 小 于 关系 ; 

C2) <B, <>, B={2,3,6,12,24,36}, < =< —Is, R ri < 

(3) C, <L>, C= (1,2,4,8,16,.32), <A] (25. 

H E PEE E 8 PF 4Ë OR Hi Pt FERFE. 

解 MI. (1). DARTE L01223. BFA 
>C, H. 


l> z 一 1 
2, > 一 2， 
4， 7 一 3， 
fad = 8, <=5, 
16, z=7, 
32, z=8. 
容易 验证 f EIA LERTE AM 了 是 (1) 与 (3) 之 间 的 同 构 ， 


PELA CODED. 

A ok Hi (1)ÉJ € -$€ e= ranE—10,1,2,3,4,51=6. 由 定义 
6.5 可知 ,C1) 的 序数 为 6. 由 定理 6.11 知 ,(2) 的 序数 也 为 6. 

定义 6.6 设 4 为 一 个 集合 , 设 4 上 的 二 元 关系 各 4 一 (<z， 
ytrE4AyE4AzcEy, 苦 E 足 4 上 的 良 序 , 则 称 A RRT 
关系 是 良 序 的 . 

LA 6. 3】 判断 下 列 集合 中 ,哪些 按 属 了 关系 是 良 序 的 ,是 良 
序 的 并 求 相应 臭 序 集 的 序数 . 

(1) A=10,1,2,3,4): 

(2) B=(1,3,5,7,8); 

(3) C={0,1,2,3, (4}}; 
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(4) D= {a, {a) ie la); 
(5) E= {a,b {a}, {b}, 1a,6)5. 
解 O ASR IX SEE KM, <4,Eas> 的 序数 为 5. 
(2) B B T £ ER, B< B, C> 55 —<A, € ,> |l 
构 ,序数 当然 也 是 5. 
(3) C 按 属于 关系 不 足 良 序 的 ,其 实 C 按 属于 关系 不 是 拟 线 


序 . 


(4) D JS F 3S SE B PF00 <D, € ,> BJ B E 25 3. 

(5) 五 控 属 于 关系 不 是 良 序 的 . 

定理 6.12 ÜZ 按 属 上 关系 是 良 序 的 ,并 且 a 是 传递 集 , 则 a 
是 一 个 序数 ( 即 a Ea, EHER). 

证 明 因为 <a,€。 沁 为 良 序 ,由 定理 6.8 可 知 ,存在 以 a 为 
定义 域 的 前 段 值 域 函 数 E V r€ a, EG) = E Ceesg) ,为 证明 a 是 

EDHE RREH E AE = 上 的 恒 等 函 数 I 
因为 a 是 传递 集 , 所 以 WEa, 苦 Et, H| z€ e, FEE 
— r€ t, F BE segir. 

设 B= z|@e€C eA ECz)= zr), I Ba, XIV € a, F segt 
TB, W EOS {E |rE t) = {r| rE t) = segi =t, Tl € B.T 
EBE aWRTE. WIATR, TH SE SE 6. 5 可 知 ,如 二 a, 这 就 证 
BH f E e EARR r. E 

定理 6.13 设 ,8,7 为 三 个 序数 , 则 

G) a 的 立 素 为 序数 ( 即 任何 序数 的 元 素 还 是 序数 ,也 即 序数 
是 传递 集 ); 

D ak ai H HE: 

《37 a€ BABEY-. 则 a&€7( 传 递 性 )，; 

GD a€ Ia B, 8€ a 8 H IX 6 — EË sr C PF 3k E H. — 


E; 


(5) 由 序数 构成 的 非 空 集 , 按 属于 关系 有 最 小 元 . 
证 明 U) 设 > 为 的 任 一 元 素 , 要 证 明 z 是 序数 , 即 证 明 存 
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在 良 序 集 以 x 为 序数 .因为 x HIFK, Dd Tr E R Pr sk < A, <> 
Pla HFR A E JELA, <> <a, € >> Z B] BJ 18] 48 W F Ti z 
EAE z= EG), FEE r 是 之 segt， < 全 的 序数 ,其 中 到" 
是 天 在 segt 上 的 限制 ,由 定理 6. 4 可知 ,<* 是 segz 上 的 良 序 .所 
以 二 segz, <° RE Bi E s, L C - SR OF Ër 为 ECsegry = EG) = >. 
这 说 明 > 是 序数 . 

(2) 设 = 是 良 序 集 志 4, 环 > 的 序数 . 芳 ac a, r. DE ff fE z 
€ AW = EG), FE 8 EGC EGOypK 7 k PRE 6. 9 H0) 
矛盾 ,所 以 a 多 

(3) 由 定理 6.9(4) 可 知 ,Y 是 传递 集 ,所 以 由 a€ BABEY, 有 
e€ y 成 立 ， 

(4) 首先 证 明 a€E 8,a 一 8,8E a 中 至 多 有 一 式 成 立 . 若 不 然 至 
少 有 两 式 同时 成 并 : 

e€ PA BSa, 
a€ BABEa, 
4 一 他 人 BEa， 
aE3Ac= 一 ARBEa， 
以 上 各 种 情况 都 统 泊 a€Ea, 这 与 (2) 并 盾 , 所 以 至 多 有 一 式 成 立 、 

再 证 侈 少 有 ~- 种 情况 成 立 , 由 定理 6.7 订 知 ,对 于 二 < 各。 人 > 
<8 E> RESA VE 3 种 情况 之 - :成 立 . 

G) <e,€ ,>SO<8,C > ,由 定理 6.10 AE 6. 12 知 a — 


B. 


Gi) <a. € >O segð, € > X E 5 € 8, HODNE o EE PE 
数 ,seg6 二 6, E p= E e H OOM a=, B aE 8. 
GID seg, CDA, E p> RMA PGDE HERH , Pit 2E 


综 上 所 述 E pap PE < 有 且 仅 有 一 式 成 立 - 
(5) WS 是 由 序数 组 成 的 非 空 集 合 ,8 为 5 中 任 -- 元 素 , 我 们 
进行 如 下 讨论 : 
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G) 8ns= 节 :此 时 可 断言 ,8 为 S 中 的 最 小 元 .因为 Y e€ S 
=a 切记 和 由 二 上 岐 性 若 ,8 Eeh a 65 fE SEPETI A, 8 8: S 的 最 小 元 . 

GD PANSE, FAF, 8 1S p PREET. IE mi, an 
S Bh jus e [PABP uE S 的 最 小 元 .Y G€ S. a & 8 Bf .B 
S€ a= 8 Capea, Y a€ piaca NS ik u S a, iti = E: S 的 
最 小 元 ， 1 

定义 6.7 Hap 为 两 个 序数 , 若 a€8, 则 称 a 小 于 及, 记 作 = 
<P, XW 8 大 于 a, 记 作 8>a. 

定理 6.14 设 a,8 为 任意 两 个 序数 ,a 二 8.a 一 8,e>B, 二 式 
KERRY A. 

由 定理 6.13 的 (4), 本 定理 得 证 . 

定理 6.15 D 任何 以 序数 为 元 素 的 传递 集合 是 序数 ， 

C2) 0 是 序数 ， 

(3) 若是 序数 , 则 “一 xUia} 为 序数 ; 

OD ERE 4 是 专 序数 为 元 素 的 集合 , 则 La 是 序数 . 

证 明 (1) Ú S 居 以 序数 为 元 素 的 传递 集 ,由 定理 6. 12, 只 
要 证 明 S 按 属于 关系 是 良 序 的 . IEE s= {<r y> lrESAyES 
Arey E S E RJY. AWEH E, E S EMERY- 

T 由 定理 6. 13(2) 知 ,Y a € S. K a Es RAR H Tk. 

© 设 a,B8,7 为 任意 3 个 序数 .上 朋 aE 8,83EY, 由 定理 6.13(3) 
向 aEY, 所 以 Es 上 有 传递 性 . 

又 由 定理 6.13(4) 可 知 , 对 十 任 启 的 a,8,a€ B. = 8.0 Ea 
RARR R. 

出 外, 久 , 名 可 知 Es 是 5S 上 的 拟 线 序 关系 . 

再 证 明 S 的 任何 非 空 了 集 均 有 最 小 元 . 

由 定理 6.13(5) 可 知 ,5 的 任何 非 空子 集 按 局 于 关系 均 有 城 
小 元 . 

综 上 所 述 ,Es ES 上 的 良 序 


(2) @: B F f8E< @ , € ¿> = < Z , ASHI € -ŠR , B P) Z BE: 
序数 , 即 0 是 序数 . 

G) 由 定理 6. 13《1) 可 知 ,a 中 元 素 都 是 序数 ,所 以 at — a U 
{a} 中 的 元 素 都 是 序数 ,又 因为 a 是 传递 集 ( 见 定理 6.9), 所 以 at 
是 传递 集 , 由 本 定理 (1) 可 知 at 是 序数 . 

(4) UA 的 任何 元 素 明 某 序数 的 沧 素 ,由 定义 6.13(1) 可 知 ， 
UA 的 元 素 都 是 序数 . FEEN U A 是 传递 集 . 

V 6E UA, 则 3 e€ A, 使 得 6E a€ 妥 , 因 为 a 为 传递 集 ,所 以 5 
e€ 4, 从 而 56 三 UA, 这 说 明 6 的 元 素 都 是 U4 ER KUA 
是 传递 集 ,由 本 定理 (1) 可 知 UA EFR. 上 

由 以 上 几 个 定理 ,容易 证 明 下 面 定理 . 

定理 6.16 (1) 一 切 自然 数 都 是 序数 ， 

(2) 自然 数 集合 N 是 序数 . 当 N 作为 序数 时 ,将 它 记 为 w， 
at+ ,ol ,ol 1 是 序数 . 

D 设 44 是 以 序数 为 上 素 的 集合 , 则 U4 为 和 的 关于 属于 等 
上 关系 的 最 小 上 界 - 

(4) 设 a 为 一 序数 , 则 a! 是 大 十 a 的 最 小 序数 . 

O) 任何 序数 都 是 比 它 小 的 所 有 序数 组 成 的 集合 , 即 设 a 为 
序数 , 则 a 一 {x|x EFR Arah. 

证 明 CD 出 定理 6. 15(2) 和 (C3) 得 证 . 

(2) 由 (1) 和 定理 6.15(1),(C2) 得 证 . . 

(3) 首先 证 明 UA 是 4 上 包含 关系 的 最 小 上 内 .Y aE A, H 
三 义 并 集 定义 可 知 CUA AUA 是 4 上 关系 包含 关系 的 上 
界 . 设 B 是 A 上 包含 关系 的 另 一 个 上 界 , 要 证 明 U ASB.Y p€ U 
所 , 则 存在 YE 4, 使 得 8E7CB, 所 以 BEB XWA EA ER 
上 包含 关 系 的 最 小 上 界 . 

因为 4 是 序数 组 成 的 集合 ,4 上 上 的 包含 关系 与 4 上 的 属于 等 
于 关系 是 等 价 的 : 设 a,8 为 两 个 序数 ,x 关 8, 不 芒 设 EB. 因 为 衣 
是 传递 集 , 所 以 <E B->aC 有 .反之 , 苦 aT MUA 8& 2 A B= e, 
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由 三 歧 性 可 知 a€ 8. 于是 ,a E g—< CB. 

综 上 所 述 ,A 是 4 上 属于 等 上 关系 的 最 小 上 界 . 

(4) 因为 e€ at ,所 以 at >a, 若 存在 序数 8,. 有 aE 82, 只 要 证 
明 at € 8, XREN a! CA. h aCe, I CR at= aU (a) 
8, 这 说 明 at 大 于 “的 最 小 的 序数 ， 

(5) (elr EFR A r<a) 

= (=|= 是 序数 AxEa}SSa. 
DZE rea HEH 6.13(1) 可 知 x 是 序数 ,所 以 ,rE (z |= 
序数 Ax<ay. 1 

由 定理 6.16. 给 出 的 下 面 各 定义 是 有 效 的 , 即 所 定义 的 结 玉 
都 是 序数 : 

首先 记 oTo] w! Swt, wt w3, 

定义 wto (od n|n €C o) FE w o =w ww ，3 二 多 十 十 


wew e n= owh H 
etetu te, 


EHIE Pusa 

序数 按 从 小 到 大 的 排列 应 该 是 这 样 的 ， 

0<1< 2< wl 2 3 
— L L 

定义 6.8 ie 为 一 个 序数 , 若 存在 序数 8 使 得 x 一 8! , 则 称 
a 为 后 继 序 数 . 

显然 :1,2,3,… 是 后 继 序 数 ,w 十 1:o 十 2 由。，2 十 1,o 2 十 
2 “十 wz 十 2 十 1 十 2,… 也 都 是 后 继 序 数 . 

而 0 不 是 后 继 序 数 ,wvo 2. t 3," a... oo BB 
不 是 后 继 序 数 . 

根据 以 上 讨论 ,可 以 将 序数 写成 三 类 : 

第 一 类 :0; 
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第 二 类 :后继 序数 ; 
第 三 类 :极限 序数 ,不 是 第 AAE KH TARERE 
数 , 如 ww + 2,-… 都 是 极限 序数 . 


§6.4 关于 基数 的 进一步 讨论 


在 第 五 章 中 ,为 了 给 出 集合 的 基数 的 辑 念 ,曾经 做 过 5 条 基本 
规定 (作为 公理 ) :现在 可 以 给 集合 的 基数 重新 下 定义 ,并 且 可 以 证 
明 两 种 定义 法 在 ZFZ 公理 系统 中 是 相 容 的 . 

定理 6. 17(Hartogs ŒH) 对 于 任何 集合 4 ,都 存在 序数 a, 
使 得 A= a. 

本 定理 的 证 明 茧 用 介 葵 换 公 埋 ,这 出 略 去 . 

定理 6. 18( 良 序 定理 ) 对 上 任意 的 集合 4 ,都 存在 二 上 的 … 
+E. 

本人 定理 的 证 明 要 用 到 选择 公理 , 这 里 略 去 . 

定理 6. 19( 命 数 定理 ) ”对 于 任何 集合 4 ,都 存在 序数 a, 使 得 
A=sa. 

证 明 设 4 是 任意 -一 个 集合 .中 良 序 定 理 可 知 ,存在 4 上 的 
BUY <. W| A. <>N ARFER = uC A. < > € -S , WI 
Axa 由 ja 为 序数 .就 证 明了 命 数 定理 . 1 

由 命 数 定理 保证 下 面 定义 是 有 效 的 . 

定义 6.9 ANTER PA A 等 笋 的 最 小 序数 为 4 的 
基数 , 记 作 Carda. 

设 = 为 “个 序数 . 萌 存 在 集合 有 4, 使 得 cardA4 一 a, 则 称 。 39 3Ë 
数 . 

由 这 个 定义 ,可 以 证 明 第 五 草 中 的 最 基本 的 前 两 条 规定 是 目 
确 的 . 

定理 6.20 (1) 对 于 任意 的 集合 4 和 局 ， 

card4 一 card 且 <> A~ B: 
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D 对 于 任意 的 有 穷 集合 A.cardA 是 与 A 等 势 的 唯一 的 自 
#R 88. 
证 明 6 必要 性 ,由 定义 6.9 TJ 知 ,AcardA, B=cardB, 
于 是 , Acard.1 一 card BaB, I A B. 

BZ, H cardA =a, H Az=R.48 az=, FH NEH card B= a, 
U, 仔 在 序数 BE a, 使 得 cardB = 8, F Et , Bas Bas A=> =s a, X g 
card4 =a FHF. 

(2) H TARAIRE S , ET TANE- BJ HRR n E A== 
z, XN n P5 A 5 J fE fa] 36 R E, EA n 是 与 4 等 势 的 最 小 
ÉI H IRRE, IT cardA =n. 1 

定义 6. 46 设 = 为 一 序数 ,车 a 不 与 比 它 小 的 任何 序数 等 
势 , 则 称 a 为 初 给 序数 ， 

定理 6.21 Ë oe 为 一 序数 ,到 “为 初始 序 族 当 旧 促 当 w 为 一 
个 基数 . 

WA a 为 一 个 初始 序数 . 由 于 ama, H aR tiitt 比 它 小 
的 序数 等 势 , 所 以 a 是 与 a 等 势 的 最 小 序数 ,因而 carde =a, H a 

b Z. 2 = 为 一 基数 , 则 存在 集合 4, 使 得 cardA 一 a. 下 面 只 
要 证 明 任 何 比 “ 小 的 序数 8 都 不 与 “等 势 . 否则 ,存在 BEa, 使 得 
PSAE o H A BERETA. I 

由 定 埋 8.21 可 知 , 称 -AEREA BR A E- 
B 88. 

在 序数 向 ， 

OKIS See < <o + 3 


oo 
定 , 全体 自然 数 邵 是 初始 序数 ,因而 它们 都 尽 基 数 . 避 是 初始 序数 、 
它 是 基数 ,在 第 五 章 中 ,已 将 它 记 为 愉 o 比 oo) 大 的 第 一 个 初始 ， 
序数 为 ,在 第 五 章 中 记 N 一 28，or 也 是 初始 序数 ，…。 


习 题 六 


1. ELA, <a>, AR <a> EW FD PER. : 4 一 B: 且 Y xX,yE A4: 满 

E: 
ray Fr) af 9) 

(1) 是 否 可 以 断言 了 是 单 射 的 ? 

D 是 否 可 以 断言 Kayl) nf (y)? 

O 若 之 4, 之 4 分 别 是 4,B 上 的 拟 线 序 基 系 ,C1) ,52? 中 的 结论 如 何 ? 

2. 设 玉 是 集合 A 上 的 氢 序 基 系 ,证 明 R ib r 4 上 的 拟 序 关系 、 

3. RARD HEERA in TR. 

OUH R PE Edna DNA EA 

(2) 54 了 是 拟 线 序 时 .RR hik 62 i PF 247 

4， 设 Z+ 为 正 整 数 集 , 则 一 Z. ,二 > 是 良 序 集 ,其 中 一 为 小 于 关系 , 设 
f: ZN, 且 YaEZk,AeonD 等 上 中 不 同 的 素数 因子 的 个 数 . 在 Z+ 上 和 定义 
一 元 关系 如 下 : 

¥ mnEZ+, 
mRn<e>f FV Cf (m)= fO) Aman). 

证 明 一 Z. R> RRIF. 

s. BA <>A B EË. : 4 一 4, 且 满足 如 下 条 件 :Y yE AH = 
<y WJ fez)<f(y). HERR ; V x€ A.J xfr) 

6. ËA 为 一 个 给 定 的 集合 ,对 自然 数 N HN EJ PE € x 使 用 超 限 递 
归 定 理 , 取 YCrsy) 为 y=3UCU Uranr), 设 F 是 N 上 由 7 构造 的 消 数 . 

(1 计算 Fe) ,FC0),F(2). 试 寻找 Cn) 应 满足 的 递 扒 公 式 ， 

(25 证 明 : 如 果 aE EOD W aE ) 

(3) 设 B= Uran AE B 是 传递 集 , 且 AGB. 

7 PHRA Z E a % I FPE F E 3: $k Rh E EO 235 良 序 ,改变 Z 
中 元 素 的 顺序 为 

0,1,2. amle 2, 

(O 在 新 排 顺序 中 , 令 飞 为 ,Y x,yEZ.x<y MERA y EZE = H, 
AES Z 上 的 良 序 ; 
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D EC PAH B JE St <—Z,—<> LERN E m T, 
EWS [E |z <t}, 

POR EG), ECU IDEC 2). 

8. RKA <DE, < RRA BES. MLA, <a> 2R, a 
SAER AA, <> B< B,<,> RAEE -个 同 构 . 

9 RLA <> JE Eds E 4 上 定义 丙 数 下 如 下 ,对 于 任意 的 a€ A, 
F= (z|+€ AAz=<a).1& S=ranF EN F E—<A,<> F<S,— >> E 
的 同 构 . 

10. Ë < A, <> -个 良 序 集 , 它 的 序数 为 a, 设 BC A.B ERRE 
台 , 尺 "> 的 序数 .证 明 :8 € a, EpL 为 < 在 总 上 的 限制 . 


# c g 
FAE kA sb z RHE 
第 九 章 树 


第 十 章 Elú534E E G= 
第 十 一 章 平面 图 
第 十 二 章 ”图 的 着 色 


第 十 三 章 支配 全 、 逢 盖 集 、 独 立 集 与 匹 


第 十 四 章 ” 带 权 图 及 其 应 用 


第 七 章 图 


$71 图 的 基本 概念 


在 现实 生活 中 .生产 活动 中 以 及 科学 研究 中 ,人 们 经 常 遇 到 省 
种 事物 之 间 的 关系 . 要 将 各 种 关系 形象 而 直观 地 描绘 出 来 ,人 们 常 
用 点 表示 事物 ,用 点 之 间 是 于 有 连 线 表示 事物 之 问 是 否 有 某 种 关 
系 ,本 是 点 和 点 之 闻 的 若干 条 连 线 就 构成 了 图 . 其 实 , 二 元 关系 的 
关系 图 , 帮 在 我 们 所 研究 的 图 的 范围 之 中 . 在 本 节 中 ,要 给 出 图 的 
严格 的 数学 定义 及 其 一 系列 的 有 关 的 基本 概念 . 

为 了 给 出 无 向 图 的 定义 ,首先 给 出 无 序 积 的 概念 . 

W AB 为 任 冰 的 两 个 集合 , 称 

diaser) laCAADEB)}) 

为 4 与 8 的 无 序 积 , 记 作 ARB. 

为 方便 起 见 . 将 无 序 积 中 的 无 序 对 {e168) 记 为 (a,5) ,并且 允许 
a=b, REENE iE a.b EEH, KH lab) = ha). 

下 而 将 给 出 关于 图 的 一 系列 的 基本 概念 - 

定义 7.1 -个 无 向 图 是 一 个 有 序 的 二 元 组 一 ,如 > , 记 作 
G, HEF, 

GQ) VØRA G 的 顶点 集 , 其 元 素 称 为 顶点 或 结 点 ， 

(2) 五 称 为 边 集 , 它 是 无 序 积 V&TV 的 多 重耳 集 ?, 其 元 素 称 为 
无 向 边 ,简称 为 边 . I 

定义 7.2 ”个 有 向 图 是 一 个 有 序 的 二 元 组 之 WV,E 放 , 记 作 
万 ,其 中 ， 


T ”元 素 可 以 重复 出 现 的 集合 称 为 多 重 集合 , 革 苞 素 重复 出 现 的 次 数 称 为 该 元 素 
的 重复 度 , 例如 ,tayarovppvt} 为 PERRA arbe 的 重复 度 分 别 为 2.3,1. 
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CD V 22 F D BJ DUAS , HIER PK 29 DUA 


《2) E RARR, CEPRAV V 的 多 重子 集 
有 向 迪 , 简 称 边 ， 


FEKE C MHE D. A í 
用 小 葬 图 (有 的 书 上 也 用 实心 点 ) 表 示 顶 / 


六 无 向 边 ， 用 有 疝 线 段 表示 有 向 边 , 将 无 癌 几 或 在 各 图 表示 成 图 
形 . 


[í 7.1) 画 出 下 面 二 图 的 图 形 . 
Gy G= <V. E>, HR 
VS {vuus Ut}, 


E= 


{Cuan Coa vas Cte v) Curs v) - (rasan Js Cus 
vok 


2) D=<V. E>, HP. 


av 
= 
nan Da To T Cu na > h) 


解 “Cl HEESE 7. ORR. (2) REAR 7.10) 


DRS 


图 71 


在 图 的 定义 中 .出 G 328 364 Ë] A D 表示 有 向 图 ,人 在 应 用 和 
研究 图 的 性 质 时 , 有 叶 用 G ARAE (G ARARA HE, RE 
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D 只 能 表示 有 向 图 - 为 方便 起 见 ,有 时 用 VCG) ,ECG) 分 别 表示 图 
G 的 硕 点 集 和 边 集 ;用 六 (CD) ,ECD) 表 示 有 向 图 D 的 项 点 集 和 边 
R AIA IVO |, LEOA Y ED AER G M D 
的 顶点 数 和 边 数 , 苦 17(G?1( 或 1FCD) 甩 为, 则 称 G( 或 万 ) 为 于 
BEC n 阶 有 向 图 ). 

对 于 图 G 来 说 ,车 IVCG) | 和 |ECG) | 均 为 有 限 数 , 则 称 局 为 
有 限 图 .本 书 只 研究 有 限 图 . 

为 方便 起 匈 ,在 无 向 图 中 ,常用 es 二 (ww,) 表 示 边 ,在 有 向 图 
中 ,也 常用 6 一 之 wv, 之 表示 有 向 边 . 

在 图 中 ,车 E(G) 二 名 , 则 称 G 为 霉 图 ,此 时 ,又 车 VCG) 
=n MW G A n B SPE ir N. PPS JE Ék N, 为 平凡 图 - 

在 无 向 阁 和 有 向 图 的 定义 中 ,都 规定 硕 点 集 为 非 空 的 集合 ,但 
在 图 的 运算 中 ,可 能 产生 顶点 集 为 空 集 的 运算 结果 ,为 此 规定 顶点 
RNAAR. TAZ. 

EPNER PER ela A P AE 下 , 痢 不 用 按 定 义 写 


L ESAI TEA REALT GR TE HAE H E W RDE R. 对 于 质点 和 这 都 不 
tr J PE 2 335 EE o ri Pk It £ a H P B yñ E ñi Es] 39 S 


定 图 . 

号外 :将 有 向 图 D HA ELAI AE Ah ir a E A E e E 
G. 你 为 卫 的 基 图 . 

定义 7.3 É G=<V, E> ASAR e Cuno) EE, W 
PE mu 为 ci 的 端点 ,wi 与 w (ex 与 vv) 是 彼此 相关 联 的 - 2 Av, 
WIPE er E oer Lj vD RERO 1.2 a= <, WIPE e, 3 u, B8 X: 
PERRO 2. ILREPE e, HIR. EP u € V Jt FL uv, H usv, WU BR =, 
H v 的 关联 次 数 为 0. 

设 D=<V,FE2> 2 AA AE e= cun EE uu 为 
ce BJA IFPR v 为 ee 的 始点 ,vw, 为 es 的 终点 , 若 u w, RER e 
为 局 中 一 个 环 . 

无 论 企 励 向 图 还 是 在 有 向 图 中 ,无 边关 联 的 顶点 均 称 为 犯 立 
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定义 7.4 设 G= < 一 Y, 歼 > 为 一 个 无 向 图 ,对 于 任意 的 wo 
EVITEN a€ E, MEI ¿= (op MIPE o 与 ww 是 被 此 相 邻 
的 ,简称 是 相 邻 的 . 

对 于 任意 的 eive1EE; 荐 ex 与 e 至少 有 一 个 公共 端点 , 则 称 es 
bj er 是 彼此 相 邻 的 ,简称 是 相 邻 的 . 

设 石 = < ,E> 为 一 个 有 向 图 ,对 于 任意 的 v,v,EV, 苦 存在 
e € E IE ¿,— <<vi,v, 之 , 则 称 >, 邻接 到 邻接 于 = 

设 G 为 任意 - -个 无 向 图 ,对 任意 的 vEV CC) , 称 

{elu € V (G) A wv) € ECG) A uo) 
为 "的 邻 域 , 记 作 No Co) PF 
Nc) U fv} 
为 v 的 闭 邻 域 , 记 作 No Co). 称 
{ele 与 v 相 关联 } 

为 的 关联 集 , 记 作 Iœ). 

W D MS -个 有 向 图 ,对 于 任意 的 vEV《D), 称 

(ulu EVD) A <u,u> EEND) Auv) 
J o ARER EIE TH Go) , 称 
lulu € VCD) A <u v> € ECD) A uso) 
为 上 的 先驱 元 集 , 记 作 T'p Go). PR 
Pó Gy UT w) 
为 2 的 邻 域 , 记 作 NoCo) , 称 
No OU {vt 

为 = MAWR E Nolo). 

定义 7.5 BGA -AMR e ete, CEG r> F e, 
= Cou, ) LErni MRR ee :es 为 平行 边 ,r 为 边 (vw,,v,) 的 重 
#. 

设 DANAE e e, a e, EED) rl i e, 5 <, 
u> 18 PE er e, "e, I 453 r DA EA <u u > hg 
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重 数 - 


称 含 平 行 边 的 图 为 多 重 图 . SkEL AS ë 31 


简单 图 - 


边 也 不 含 环 的 网 为 


à 
É 


(a) tb) (c) 
(d) (e) GOD 


图 


7.2 


在 图 7.2 所 示 的 6 个 图 中 ,只 有 (Ce) 为 简单 图 ,其 它 5 个 图 部 


是 非 简单 图 ,其 中 Cc),《d) 为 多 重 


K. 


定义 7.6 BEHR G=<V, E>. HER o € V ,#k u E 


为 G PK ARRIA 289 v 


的 度数 了 ,简称 度 , 记 作 delo), TE 


不 发 生 混淆 的 情况 下, 也 吕 以 简 记 为 deo). 


设 有 向 图 也 二 <V , E> ,对 于 


于 任意 的 vwEV, 称 v 作为 也 中 边 


的 始点 的 次 数 之 和 为 v 的 出 度 , 记 作 da w), RE 2! Go). BR u fE 


为 D pilt 
Ta Co) dp Go) N o 的 度数 , 记 


点 的 次 数 之 和 为 ”的 人 度 , 记 作 do w), Wi d w), 


作 dolu) , 狂 忆 为 d (o). 


从 定义 容易 看 出 , 苦 " 为 如 中 孤立 点 , 则 de Go) — 0. 


D 的 度数 也 可 以 如 下 定义 : 称 G 中 所 有 边 与 v 的 美 联 次 数 之 和 为 v 的 度数 . 
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设 G 392), > 
ACGG)=max[g(o)|o€ VG}, 
0) =mim {do) |o € V(G)), 
称 ACG),5CG) 分 别 为 G 的 最 大 度数 和 最 小 度数 ,简称 最 太 度 和 最 
小 度 。 
设 刀 为 一 个 有 向 图 ,类 似 可 定义 中 的 最 大 度数 AC D) fU hk 
小 度数 8(G). 另外 , 令 
A! UM = max {dt (u) vE VD}, 
$ ` (MD) = min {d D| vE V(D)), 
A (D)=max{d (w) |ë € VD), 
$` (D) =min{d (o) |vE V(D)), 
它们 依次 被 称 为 已 的 最 大 出 度 . 最 小 测度. 最 大 人 度 P ARE. 
在 不 发 生 混 清 的 情况 KAG ,5CG) 可 分 别 简 记 为 4 和 沪 ， 
AHDS DATOH T CD) 可 分 别 简 记 为 6+ ,46 
从 定 文 不 难看 出 , 若 殷 为 于 阶 无 向 简单 图 , 则 AOS 1 
# D A n AREER, WJ 4ACD2?< 拓 2Cn 一 1)- 
下 面 给 出 的 定理 和 推论 是 由 欧 拉 十 1936 年 给 出 的 , 称 为 图 论 
的 基本 定理 或 握手 定理 . 
定理 7.1 R Gs <V, E>- AAR V S= nsv 
vaJ LE | => s WI) 


2 dw) = 2m. 
证 明 EG 中 的 每 一 条 边 ( 包 括 环 ) 均 有 两 个 端点 .所 以 在 计 
算 避 中 各 顶点 度数 之 科 时 . 均 提 供 2 度 ,因而 m 条 边 共 提供 2m 
Br. 1 
定理 7.2 É D=<V, E>% -AH HE V = ara sos) s 
IE |= m, M] 


Baod 2m H 214: G) — 272 to) =m. 
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此 定理 的 证 明 类 似 于 定理 7.1. 
推论 ”任何 图 G( 无 向 图 或 在 向 图 ?中 , 奇 度数 顶点 的 个 数 足 


偶数 . 
证 明 设 人 一 {vjvEVCG)Adtw) 为 奇数 }， 

二 lvl EV (O AdO ABR. 
WV NY = @.V.UV,=V FE 


Zaos dedd 22 du) = 2m, 


HF Dy d (0O R 2m 均 为 储 数 ,所 以 .4 dO GAA KE NA 


于 任意 的 o EVid) WERA BA Vi HBBE C pA 
顶点 为 偶数 个 1 

今后 常 称 度数 为 奇数 的 顶点 为 奇 度 项 点 .度数 为 费 数 的 顶点 
为 俩 度 项 点 - 

BG-a, ED N -无 向 图 :FF (vovet) aod 
Cu), d Cu.) F G 的 度数 列 . 易 知 ,对 十 项 点 编 好 对 的 给 定 赎 
GEWERE 一 确定 的 . 反之 ,对 于 任意 给 定 的 龙 负 整数 列 
= (dd, d.) .车 存在 以 二 {wwvss sw} 为 硕 点 集 的 nn 阶 图 
G d SERS) MPE d 进 可 图 化 的 -特别 地 ,共存 在 以 V 一 tv 
sot H DUR EH n 阶 简单 图 G, 以 4 为 度数 列 . 则 称 4 是 可 简 
单 图 化 的 . 

HAE dS ddo tid A (4,220 R 85638. = 1.2, 
n DEAA E KE ELR EARI TIE AA e 
PI, F mi h A E gull ELA EA. 

定理 7.3 d— dad... d OGL 0 R 9639.0 = 1.2... .n) 


x 


ETEA ERI 4 HIRM 27 2,—0Cmod 2) 
证 明 由 握手 定 埋 可 知 . 必 要 性 是 显然 的 .下面 证 时 完 分 性 - 
HF d= 0Cmod 2) ,所 以 了 中 有 偶数 个 奇数 , 设 禁 数 个 数 
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为 28KO<sc[ Z DARAMA dydy aa, rda 用 如 
下 的 方法 做 无 向 图 CG=<V,E>,V = (v 00n} .首先 在 顶点 
和 vw,,, 之 闻 连 边 ,得 边 e= Co. d... r=1,2,- E. Ë d. D 
数 , 令 d'd Ed, 为 奇数 , 令 di = d. — 1 š d = d'dr 


43 W di 之 0 BIRR FHE o, RE EI epe, ses i= l, 

2, n SERBE ATES EARE 五 , 则 G= AV , E> ARER 
PH d. 

其 实 ,在 中 ,着 为 偶数 , 则 dtu) 一 2 = 2. Bad, 8 

. di 

2 


d, 为 奇数 , 则 g (o, = 142 1+4’ =1+d,--1=d,, HVA d 是 


PEEK. 1 
【 例 7. 2 了 TAH G Pi ER AET 4652 
D d= (5,4,43,32); 
(2) d= (5,3,3,2,1). 


解 o) 也 4 一 lkmod 23, EH 6.3 可 知 ,4 不 可 图 化 - 


02) Dld = (mod 2), 由 定理 7.3 可知,d 是 可 图 化 的 D d 
为 度数 殉 的 图 可 以 有 多 个 ,图 7. 3 所 示 的 3 个 图 都 满足 要 求 . 


as 
S 


sa) 


€e) 


图 7.3 
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下 面 的 问题 是 ,给 定 的 非 负 整 数列 d= d dast sda) A N] 
单 图 化 的 条 件 又 是 什么 ? 请 看 下 面 两 个 定理 . 

定理 7.4 设 非 负 整 数列 4 一 《cdrd) (0—1) >d >da 
=--Za,2:0, W| d E n] 8 RAER 于 每 个 整数 r, 1<r 
< 人 一 1)， 


Ydre- D+ 27 mintr,a,) B 22 4,—0(mod 2. 

本 年 理 的 证 明 略 . 

[J 7.3] 判断 下 玖 各 非 负 整数 列 是 否 是 可 简单 于 化 的 ? 

《1) G,.4,3,2,2,15: 

(2) (5,4.,4,3,2); 

(3) (3.3,3,1); 

(A) (6.6.5,4,3.3.1); 

(5) (5,5,3,3,2.2.2); 

(6) (d... d.) edh >d > >d, >l. 

# ”用 定理 7.4 进行 判断 . 

(D 222,—14mod 2) ,所 以 所 给 数列 不 可 简单 图 化 其 实 , 它 
也 是 不 可 图 化 的 . 

C2) Dd =0mod 2), 但 d= 二 5, 不 满足 <n 一 1 的 条 件 ,所 
以 所 给 数列 不 可 简单 贸 化 . 

(ay Dd =0mod 2 有 旦 二 一 4 一 1( 满 足 由 sa 一 1), 但 当 取 > 


一 2 时 ,不 满 是 ZIdsrtr 一 D 二 27mintr,d) 的 条件 ,所 以 所 给 
数列 不 是 可 简单 图 化 的 . 

类 似 可 注 明 (4) ,06) 中 数列 是 不 可 简单 图 化 的 . 

但 可 以 验证 (5) 中 数列 满足 定理 7. 4 中 的 - " 切 条 件 ,因而 是 中 
简单 图 化 的 . 几 7. 4 图 的 (a) ,(b) 两 图 均 以 C5) 中 数列 为 度数 列 。 


定理 7. 5 BERERA d= iddi sd) .21d 一 0(mod 
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图 7.4 

DH DEd Sd >d. >00, M] d 是 可 简单 可 图 化 的 当量 仅 
4 d =(d, lidi l," da loda 12e"odn) 怀 可 简单 图 化 的 . 

证 明 先 证 充分 性 . 因为 中 是 可 简单 向 化 的 , 设 C 人 足以 了 为 
度数 列 的 简单 图 . VG = lo, swaer stn he 

2 人 L, 一 3 十 1， 
d., i=dit2 dd 3, n. 

在 人 中 增加 一 个 新 质点 o) ,使 m J ous esta 1 BJA, PEB t 
新 图 为 G. 在 G HOD. do (o Sd r= 1.2... n.BJI G 以 dd 为 度数 
列 , 这 说 明 d 是 吕 简 单 图 化 的 . 
TER GETE. i G 是 以 4 为 度数 说 的 简单 图 ,分 两 种 情 
况 讨 沦 ， 

(D ÆG 中 , 若 存 在 vEVCG) u FJER d. d... adu pH] 
d TRARA E G TEH o B YE = 所 关联 的 一 切 边 . 设 所 得 
[I G W] GA di = Cd ledys l. da iT leda r 7 od) H 
度数 列 ,这 正 说 明 a' B n[ tš 88 sq $F 065. 

C2) G 中 不 存在 与 度 为 二 ,da d, , B) DN S AA $] BJ HE 28 
d, 的 质点 . 

E G Hi ada Co = d. BL o, 是 所 有 度数 为 的 项 点 中 ,其 邻 
域 中 顶点 度数 之 和 和 最 太 的 顶点 ,由 G 的 性 质 可 知 . 必 存 在 度 分 别 
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X d d,d >a WÄ vsu, Ñ Cou) & E (G), Go, EEC). Ë 
为 dd, ,因而 必 存 在 o uv) € ECG) Topo) & EG). EG 
PERRA Cov A Coso) s WRA Coso R Cov) RE EN 
Gi. 易 知 ,do (v) =de lu) ,i 一 1,2,…,n, 于 是 G, 的 度数 列 仍然 为 
d= (disd: do) 3EB o 在 G 中 所 邻 顶 点 度数 之 和 不 会 小 于 它 
在 G 中 所 邻 顶点 的 度数 之 和 . 对 G, 重复 上 述 过 程 , 直 到 得 到 一 个 
图 C-, 它 有 一 个 顶点 wm SEH dardar ,dot 的 所 有 顶点 都 相 邻 
为 止 . 在 G, 中 去 掉 o, 及 所 关联 的 --- 切 边 ,所 得 图 为 Ge , GA 
d =(di— lsd: 1n rda m lodar 4) 为 度数 列 ,所 以 4d' 是 


可 简单 图 化 的 1 
【 例 7. 43 利用 定理 ?. 5 判断 下 面 两 个 非 负 整数 列 是 否 是 可 
简单 图 化 的 . 


(D (5,5,4,4,2,2); 
{2) (4,4,3,3,2,2). 


解 D (5,5,4,4,2,2》 可 简单 图 化 的 
<> (4,3,3,1,1) 可 简单 图 化 的 
=> (2,2,0,0) 可 简单 图 化 的 


= (1,—1,0), 可 简单 图 化 的 . 
而 人 1 ,一 1,9) 显 然 是 不 可 图 化 的 ,所 以 C1)? 中 数列 不 是 可 简单 图 化 
ÉJ. 


解 (2) (4,4,3,3,2,2) 可 简单 图 化 的 
< (3,2,2,1,2) 可 简单 图 化 的 
<= (3,2,2,2,1) 可 简单 图 化 的 
= 0,1,1,1), 可 简单 图 化 的 . 


而 (1,1,1,1) 是 可 简单 图 化 的 是 显然 的 ,所 以 (2) 中 数列 是 可 简单 

如 化 的 . 图 7.5 所 示 的 图 就 以 (4,4,3,3,2,2) 为 度数 列 . 

定义 7.7 Ü G =<V,,E,>.CG,= <V E> B 4 31 

- 苦 存 在 双 射 函数 f: ViVa A) FIERA Ho EV ODS 

ODEV) (vv) € E, 4 EX 4 (eo), f Co.) € E, B.C, ,u,) 5 
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加 


CF f Co.) ERA A RR G, 
5 G, AH. WE G2. 

# G 与 G, 为 两 个 有 向 图 ,也 
类 似 地 定义 它们 同 构 的 概念 ,只 是 
注意 将 无 向 边 改 为 有 向 边 , 即 一 
u, u> € E, í B. IA 4 < f Co, , f 
(uj) > € E, Hv u, >> 5 < f 
Cu.) , f Co ) > EE 3 Hl. 
在 图 7.6 Ha) b) {Bales DA eL, (gyS2G), 


Zos 
D K 
C < 


D 


(a) 


2 
À 


IH (d) Fk HiH Petersen) EH. 
|8] 2 la] 89 15] 8J X: 3: So E: + t 图 集合 上 的 二 元 关系 , 它 是 自 反 


的 .对 称 的 ,并 且 是 传递 的 ,因而 它 是 等 价 关系 . 在 这 个 等 价 关系 的 


每 个 等 价 类 中 均 取 内 一 个 非 祭 定 图 作为 代表 ,凡是 与 这 个 代表 同 
构 的 图 (标定 或 非 标 定 的 ) ,在 辣 构 的 意义 之 下 都 看 成 是 同 . -个 图 . 
图 7.6 H, Cd), Ce). (OTERI S 下 看 成 一 个 图 ,它们 都 是 
个 图 . 


第 得 森 疼 .同样 ,Cg),(i) 也 看 成 同一 


者 两 个 区 全 天 (我们 可 以 找到 它们 应 满足 的 许多 条 件 , 比 


如 ,它们 的 阶 数 相 同 , 边 数 相同 ,相同 


度数 的 顶点 数 相 同等 等 ,但 这 


些 条 件 部 是 两 个 图 同 构 的 必要 条 件 ,而 不 是 充分 条 件 . 到 目前 为 


未 ,还 没有 找到 判断 两 个 图 同 构 的 有 


判断 . 


效 的 判别 法 ,还 只 能 根据 定义 


定义 7.8 i G J nCa 21) f 2 b] 8 eñ. El , C 中 每 个 顶点 
艾 与 其 余 的 一 1 PERM KG AY n 阶 元 向 完全 图 , 记 作 


K.. 


R D AnaS DNA H J w pz 


EI TALEH vse, E VCD) 


Ceo A u u> € ED) A Seo > € ED), MIFE D 为 


阶 有 向 完全 图 - 


设 忆 为 nz 之 中 阶 有 向 简单 图 , 苦 对 十 任 意 的 vso, € V (D) 
Ge, H lB Cu n SM cuon > PAHE- -TAT E 


《CD), 则 称 D 为 n 阶 竞赛 图 . 


图 7.7 中 ,C4) 为 雹 向 完全 图 尺 ;.(b) 为 3 阶 有 向 完全 图 ,而 


(中 为 4 阶 竞赛 图 . 


EXT? 设 为 n(n 宇 1) 阶 无 向 简单 图 ,车 对 于 任意 的 we 
VG) IIA 2Coy== k. MUJER C 2 k-TERJEI. 
易 知 ,x WER N. 是 0- 正 则 图 . 2: 812 2 Eg K, 是 (z--1)- 正 


图 (也 称 为 方 体 图 ), 它 是 3- 正 则 图 ; 


MUS. g ae E E 3- 正则 图 . 图 7. 8 中 所 示 的 5 个 图 是 善 名 的 柏 拉 
E (Plato ES]. 其 中 (a) 为 四 面体 图 , 它 是 3- 正 则 图 ;《b) 是 六 面体 


《ce) 是 八 而 体 图 , 它 是 4- 正 则 
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(a 1b t 
图 7.7 
RD 是 十 二 面体 图 . 它 是 3- 正 则 图 :(e》 是 二 十 面体 图 , 它 是 5- 
正则 图 . 


(d) te) 
图 7.8 

贞 握 平定 理 可 知 , 在 太 正 则 图 中 , 边 数 普 等 于 kn 的 一 于. 车 上 
HERON n 必 为 偶数 . 

思考 题 6 阶 3- 正 则 图 有 几 种 非 同 构 的 情况 ? 

定义 7.10 设 G=<V;,E 之 为 - -个 n 阶 无 向 图 , 若 V 能 分 成 
rtz 实 2) 个 互 不 相交 的 子 集 Vo Vno V TES G 中 任何 一 条 边 的 
两 个 端点 都 不 在 同一 个 V,(i 二 1,2,…,r) 中 , 则 称 G 为 = 部 图 , 记 
GSV Vonn V ED. fE, 4 r= 2 时 , 称 CG 一 二 ri， 
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上 之 为 二 部 图 (成 称 偶 图 ). 设 G 是 简单 > 部 图 , 苦 对 任意 的 7 一 
1.2, 中 任 一 个 顶点 均 与 T(G7 天 站 中 所 有 顶点 相 邻 , 则 称 Ç 
为 完全 ~ 部 图 , 当 1V.1 一 ” 时 , 记 G 一 大 a r= 2 时 ,完全 一 
WE G— K. e 

图 7.9 所 示 图 都 是 ARR, SlCayse(d),(b)Soce), (eye 
dd. Eb). (e), Ce),(f) 全 是 完全 下 部 图 , Ce) 和 (b) 是 KK,,, lc) 与 
DHE K... 人 们 习惯 于 将 二 部 图 面 成 (d) ,Ce),(f) 的 形式 . 


< Ç Š 
AWA. AA D 


(d> 


图 7.9 
让 定义 可 知 , 专 图 N, >DE 部 图 . 
在 7.3 节 将 给 出 二 部 图 的 判别 定理 . 


En 阶 完 全 > 部 图 天。 中心 一 >, +m 2 2ma H nsr 
固定 后 ,可 以 问 这 样 的 问题 , 即 me 各 取 何 值 时 ,使 得 w B 
KA r REHAR m 达到 最 大 ? 

可 以 证 明 : 对 于 男 定 的 正 整 数 n r nr) ETE k .s(&21,0=<s 
<) Ein kr s. BD m =n =n, =b Hlm a =n, = "=n 
&, 此 时 天 sw 的 边 数 最 多 , 即 m 取 最 大 值 . 

常 记 边 数 m 达到 最 大 值 的 w 阶 完全 部 
OD ERR m 记 为 G0). 例如 ， 


T 


El 


T,(6)= Kaas m= (8)=9; 
T,(5)=K.,, m=¿(5)=6; 
TO) =K m=i) =S; 
TERK m= (5)=9; 
T0) = Kaane m=t (10) =37. 

GAV Vono Vo E> HIERA n Bor E B x = 
IV, | WJ G 093 3 mr 满足 

m< Dnne tn), 
当 4 一 tn) 时 ,人 必 有 GET, C). 

ELTI g G=<V, E>, G = <V' 本 全 为 两 个 图 < 同 为 
无 向 图 或 同 为 有 向 图 ), 若 VEV HECE WK C E G; (WEB, 
为 G 的 母 图 , 记 作 C. 

gm G. x 

SV OV R E'CE, NP C Æ G 的 真子 图 ; 

# V = V , 则 称 G' 为 G 的 生成 子 图 

设 人 二 二 V .E> 为 一 图 ,VCV HVAD RAV AMAR, 
以 局 中 两 个 端点 都 在 V 中 的 边 组 或 边 集 El 的 图 ,为 的 V. 导 
出 的 子 图 , 记 作 GU]. 

XR ECE HEAD, HA E, 为 边 集 ,以 E 中 的 边关 联 的 
顶点 为 顶点 集 V, 的 图 ,为 G 的 E, 导出 的 子 图 . 记 作 GLE l 
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Bg 7.10 中 ,b) 为 Toyzayaiypeyor) 的 导出 子 图 ,(c) 为 {etyeiy 
es} 的 导出 子 图 . 

对 于 给 六 定 的 正 整数 "和 mF E Uh RIH809 a BT m 条 这 
的 无 向 简单 图 (要 求 wm 之 ,或 有 向 简单 图 (要 求 mLa C 
—1)>, 这 是 目前 还 未 解决 的 难题 ， 但 对 于 较 小 的 nim ,还 是 容易 构 

【 鲍 7.5] (1) 画 出 5 阶 4 条 边 的 所 有 非 同 构 的 无 向 简单 图 ; 

C2) IB H 4 阶 2 条 边 的 所 有 非 同 构 的 有 向 简单 图 . 

解 (1) 由 握手 定理 可 知 ,所 画 的 图 各 项 点 的 度数 之 和 为 8， 
最 大 度 小 于 等 十 4. 对 于 无 孤立 点 的 情况 ,度数 向 只 有 下 面 3 种 情 
Di: 

(1) (4,1,1,1,1); 

(2) (3,2,1,1,1); 

(3) (2,2,2,1,1); 

若 有 孤立 点 也 只 能 有 一 个 ( 想 -- 想 为 什么 ?) ,其 度数 列 有 以 下 
两 种 情况 : 

(4) (3,2,2,1,0); 

(5) (2,2,2,2,0); 

(一 (5) 对 应 的 图 为 图 7. 11 中 (a) 一 (e) 所 示 . 其 中 ,对 应 (3) 
的 图 除 (c) 外 ,还 有 一 个 非 同 构 的 ,请 读者 三 出 米 . 这 些 图 都 足 天 ， 
的 子 图 . 

《2) 所 要 求 的 有 向 图 各 顶点 的 度数 之 和 均 为 4, 出 度 之 和 等 十 
入 度 之 和 等 于 2. 容易 画 出 所 有 非 同 构 的 满足 要 求 的 有 向 简单 图 ， 
为 图 7.11 中 (一 9 所 示 . 其 实 , 它 们 都 是 4 阶 有 向 完全 图 的 子 
图 . 

定义 7.12 GSV, E> 8 n 阶 简单 图 ( 尤 向 或 丰 向 的 )， 
称 以 V 为 顶点 集 , 以 使 G 成 为 n 阶 完全 图 的 所 有 添加 边 组 成 的 集 
合 为 边 集 的 图 ,为 G 的 补 图 , 记 作 G. 
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CCOA 


do te) 


[| 1 l 0. 


(D (g) (h> Gy ip 


图 7.11 

若 GSeG , 则 称 G 为 自 补 图 . 

思考 题 EGYEI IU GHAR a ERARE? 对 于 
无 向 图 和 有 向 图 分 别 讨论 ， 

到 目前 为 止 , 关 于 图 运算 的 定义 在 不 同 的 图 论 书 中 还 很 不 统 
一 .本 书 中 给 出 的 定义 与 其 它 书 中 的 定义 可 能 有 所 不 同 , 请 读者 注 
意 区 分 . 

定义 7.13 设 G=<V ,E> 为 -无 向 发. 

D 设 eEE, 用 G-e RRA G 中 点 掉 边 e, 称 为 删除 。. Xit Er 
CE, H G-E RTI G 中 删除 包 中 的 所 有 边 , 称 为 删除 E- 

O 省 vEV ,用 Gv 表示 从 G PAR o A v KKH- U, 
称 为 删除 硕 点 o. 又 设 V'CV, 用 G-V' 表 示 从 G 中 删除 六 中 的 所 
有 顶点 , 称 为 删除 了 

(3) 设 e 二 (uswv)EE, 用 Oe 表示 从 G 中 删除 eH e 的 两 个 
端点 wsu 用 -个 新 的 顶点 o 代替 ,使 ww 关联 除 e 外 的 wz 关联 的 
一 切 边 , 称 为 边 e 的 收缩 . 

《4) iuw EV Cus,v 可 能 相 邻 ,也 可 能 不 相 邻 ) H GU sw) 
GR G+ Go) RRE mv 之 癌 加 一 条 边 Ce yz) ， 称 为 加 新 边 . 
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TEM 一 (xz 的 收缩 中 ,zw ti nT ARUN w nÑ v. 

简单 图 经 过 边 的 收缩 或 加 新 边 后 ,可 变 成 非 简单 

定义 7.14 G, <V,,F,>.CG,= <V,, E, 二 为 两 个 图 

D # v. YV. = @ , WEG SG 是 不 交 的 ; 

D # E, Y E,= @ ,WJ#k G, 与 G, 是 边 不 交 的 ,或 边 不 重 的 . 

不 交 的 图 必 为 边 不 交 的 ,但 反之 不 真 . 

定义 7.15 Ë G = <V,. E>, Gs <V,,E,> 18 3: p Yr 
点 的 图 . 

D 你 以 E, UE, AR, E, U E, 中 边关 联 的 顶点 组 成 的 
集合 为 顶点 集 的 图 为 G, 与 Ca 的 并 图, 记 作 G, UG. 

(D 称 以 E, (| E; 为 边 集 , 以 E, 1) E, 中 边关 联 的 一 切 顶点 组 
成 的 集合 为 顶点 集 的 图 为 Ç, 与 G, 的 交 团 , 记 作 GNG. 

537 称 以 E, — E, 为 边 集 ,以 E,:- E, 中 边关 联 的 - 切 质点 组 
成 的 集合 为 顶点 集 的 图 ,为 G, 与 G; HARE CGG 

OD 称 以 EEX 31 fF 38 E 392) 为 边 集 , 以 EDE 中 边 
关联 的 一 切 顶 点 给 成 的 集合 为 项 点 集 的 图 ,为 G, 与 Ca 的 环 和 . 记 
作 GG. 

MS: GOGS= (G, UG,)— GNG) 

请 注意 E.G E, 和 GOG, 中 名 的 区 别 . 

在 定义 7.15 中 ,还 应 注意 以 下 两 点 。 

(D GG G UGG NGG GG -G,=C,— 
G =G PG= @ CAR). 

(2) KG 与 G, AREN. GN G=S, GGG, G 
=G, ,G,@G; =G, UG. 

定义 7.16 B G = <V i E>, G <V,.E,2> 3 4 Z Z€ 
药 无 向 图 . KA V =V UY, SWAR, E= E, UE, U {Cv) lu 
€Y AVEVA HARKE G HG Fj G, 的 联 图 . 记 作 G=G 十 G,. 

从 定义 不 难看 出 以 下 两 点 : 

《1) K, +K, =K, 3; 


D N, +N,=K,,.. 


在 图 7. 12 中 ,(b) 是 人 a) 中 天 , 5 K, 的 联 图 天 :Cd 是 Ce) 中 
N, 与 N. 的 联 图 Kos CN 由 上 面 的 两 个 顶点 组 成 ,Ns 由 下 面 3 个 


HAAR). . 
Cb) 


《an 


° 


ad (d) 


图 7.12 


AIV |==. |E | =m V |= mas 1Es| 二 mz; 则 联 图 中 顶点 数 
nm Hn E m =i + m tnn 

定义 7.17 WG = <V..E.> GV E> A 8 
单 图 . EKIA V =V, XV N D st $ A E5 ((<u, >> pno >) 1 
Lau, > Conn > EV, XV, A Ga 50 Az, Sv ARAB V umu A 
x 与 vw 相 邻 )) 为 迪 集 的 图 G 与 G, 与 G; 的 积 图 , 记 作 G, < G:- 

PHE IV. =m | E |= m. = 1,2, WL. V |== n mnes 
|E |= mms nami 

在 图 7.13 中 ,Cc) 为 (a), Oa -图 的 积 图 . 

用 0,1 分别 表 示 Kz 的 两 个 端点 , 令 

Qi =K;:， 

Q=K:X Q> 
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名 一天:XQ 423, 
则 称 Q, 为 k- 方 体 图 . 


Cursu) kmu) fastens 
x o w 
中- 一 1 
v 
Kvist? Coru} Cote) 
a) (b) (cy 
图 7.13 


图 7.14 中 给 出 了 1- 方 体 疼 ,2- 太 体 周 和 3- 广 体 图 . 


7.14 
易 知 中 有 2 个 顶点 A，2* 12838. 


37.2 ”通路 与 回路 


通路 与 回路 不 到 论 中 两 个 重要 的 慨 念 ,在 不 同 作者 编写 的 上 
时 :通路 与 加 路 区 有 不 同 的 称呼 .本 上 中 的 有 些 慨 念 对 于 有 向 图 和 
尤 癌 疼 来 说 古 很 类 似 的 ,二 而 所 下 定义 一 般 说 米 没 适合 万 向 图 又 
适合 有 向 图 ,差别 较 大 的 要 加 以 说 明 或 分 开 定义 . 

下 面 先 给 出 尤 向 图 中 通路 与 回路 的 定义 . 
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定义 7.18 EE G 为 无 问 标 定 图 ,G rE Tš 8 535 9 38 38 J 9) T 
=, ey" eo PRA RUS w. SITUS w 的 通路 ,其 中 心 -mw 为 er 
的 端点 ,r 一 1,2, .7sv oo 分 别称 为 了 的 始点 和 终点 ,本 中 边 数 2 
称 为 卫 的 长 度 . 若 vv, 一 v,; 则 称 通 路 本 为 回路 . 

若 研 的 所 有 边 各 兄 , 则 称 一 为 简单 通路 ,此 时 ,又 芳 os 一 zs， 
则 称 卫 为 简单 回路 - 

音 厂 的 所 有 项 点 ( 除 vi 与 v, 可 能 相同 外 ) 各 异 , 所 有 边 也 各 
异 , 则 称 r 为 初级 通路 ,或 称 卫 为 一 条 路 径 ,此 时 ,又 苦 v, 5u M 
称 T' 为 初级 回路 或 圈 , 并 将 长 度 为 奇数 的 问 称 为 奇 圈 , 长 度 为 倘 
数 的 圈 称 为 偶 圈 - 

注意 ,在 初级 通路 与 初级 回路 的 定义 中 , 仍 将 初级 回路 看 成 了 
初级 通路 的 特殊 情况 ,只 是 在 应 用 中 ,初级 通路 (路 径 ) 多 数 是 始点 
与 终点 不 相同 的 . 

车 卫 中 有 边 重复 出 现 , 则 称 了 为 复杂 通路 ,又 若 此 时 有 v= 
zu* 则 称 生 为 复杂 回路 . 

对 于 有 向 图 中 通路 ,回路 及 其 分 类 的 定义 与 以 上 的 定义 非常 
类 似 ,只 是 要 注意 在 有 向 图 中 通路 与 回路 中 有 向 边 方 向 的 一 - 致 性 ， 
BPE D=o e 0 e e o Pou, A e, BS kB 88 T >, A e, BIE 
点 ,r 一 1,2,…,, 并 且 将 初级 回路 也 简称 为 图 . 

在 以 上 通路 与 回路 的 定义 中 ,将 回路 定义 成 了 通路 的 特 跌 情 
况 , 初 缴 通 路 (回路 ) 是 简单 通路 (回路 ) ,但 反之 不 真 . 

在 定义 中 ,将 通路 (回路 ) 表 示 成 便 点 与 边 的 交替 序列 ,其 实 还 
可 以 用 以 下 简便 方法 表示 通路 与 回路 . 

G) 用 边 的 序列 表示 通路 (回路 )- 

定义 7.18 HE P= ue oi ease u, TARRA e, e, en 

《2) 在 简单 图 中 用 顶点 的 序列 表示 道路 (加 路 ). 

在 简单 图 中 ,上 述 厂 妈 可 以 天 灰 为 ees…e, 关 可 以 表示 为 
wt 对 于 只 标定 顶点 的 简单 图 ,当然 是 只 用 顶点 序列 表示 更 
为 方便 . 
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D) 为 了 写 出 非 标 定 图 中 的 通路 (回路 ), 应 该 将 非 标 定 图 先 
标 成 标定 图 ,或 上 只 标 定 所 求 通路 (末路 ) ,然后 再 写 出 通路 Ci 路 ). 

CO 将 图 中 的 道路 (回路 ) 在 疼 外 重新 面 出 . 

在 这 种 表示 法 中 ,长 为 1 的 团 , 在 同 移 的 意义 下 表示 法 是 唯 - 
的 ,但 在 不 是 同 构 的 意义 下, 即 定义 意义 下 , 面 出 的 长 为 /的 圈 表 
不 1 个 不 同 的 圈 ( 央 为 不 同 始点 (也 是 终点 ) 的 圈 看 成 是 不 同 的 ). 

定义 7.19 在 含 圈 的 无 向 简单 图 G 中 , 称 G 中 最 长 图 的 长 度 
为 口 的 周 长 , 记 作 c(G), 称 G 中 最 短 圈 的 长 度 为 G 的 围 长 , 记 作 gg 
(G). 


无 向 完全 图 K, GDREA =, Fl S 29 3. 完全 二 部 图 天。 
《2 之 2) 的 周 长 为 2, 转 长 为 4 

以 下 两 个 定理 及 其 推论 ,对 于 无 向 藤 和 有 向 负 都 是 成 立 的 , 因 
而 就 一 般 的 = 阶 图 (有 向 的 或 无 向 的 ) 进 行 讨论 . 

定理 7.6 在 =” 阶 图 台中 , 若 从 顶点 mw E v oo TTEA 
路 , 则 从 到 > 存在 长 度 小 于 等 于 (Ca 一 1) 的 通路 ， 

证 明 设 卫 一 woenroesenw 为 台中 长 度 为 ! 的 通路 , 昌 始 点 
Wy SURA o St, F Ln 一 1, 则 研 为 满足 要 求 的 通路 . 否则 , 即 7 
>a—l>i+ >n ,也 就 是 厂 上 的 顶点 数 大 -于 G 中 的 项 点 数 ,于 
iE GRETE ssk OSS LAS (EB v, =u, EB fE r PEE x, S| É 
的 回路 Cas TE P EBJER Cs 中 的 - - 切 边 及 除 e c A A IN 
点 :得 D o Ep0 En O Eg U I e, IJ TRADUA o, 到顶 
点 的 通路 ,有 六 的 长 度 比 厂 的 长 度 至 少 减 少 1. RE TERE 
zs 一 1, 则 己 满 足 台 求 , 杏 则 对 站 重复 上 述 过 程 ,因为 G 为 有 限 
图 ,经 过 有 限 步 后 ,必得 到 w 到 vw, 长 度 小 于 等 寺 一 1 的 通路 . 
I 


推论 在 =” 阶 图 CG 中 ,车 从 顶点 w 到 人头) 存在 通路 , 则 

w 到 w，: 定 存在 长 度 小 于 等 于 nm 一 1 的 路 径 . 

WEBA 由 定理 7.6 可 知 ,w 到 ww 存在 长 度 小 于 等 于 wn 一 1 的 

通路 六. 车厂 已 经 是 路 径 , 则 本 满足 要 求 , 尝 则 必 存 在 若干 个 始点 
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E] 


《终点 ) 在 关上 的 回路 ,删除 这 些 问 路 上 除 始点 终点) 外 的 “ 切 顶 
点 和 所 有 边 ,其 结果 ,五 为 w 到 mw 的 长 度 小 于 等 于 "一 1 的 路 径 . 
1 


定理 7.7 En 阶 图 G t, ATTE v 刘 自 身 的 同 路 , 则 存在 wv 
到 自身 长 讶 小 于 等 于 ”的 回路 - 

证 明 方法 类 似 于 定理 7. 6. 

推论 “在 一 个 二 MEAG EATE v 到 自身 的 简单 回路 , 则 

- 定 存 在 w 到 和 白 身 的 长 度 小 丁 等 于 的 初级 同 路 { 峰 ). 

本 推论 的 证 明 类 似 于 定理 7. 6 的 推论 . 

AMET PAREA A G Es 1 El, A v 到 自身 存在 加 路 ， 
v 到 自身 不 一 定 存在 圈 . 

FF 面 介绍 一 种 赂 论 中 很 有 用 的 让 明 方 法 叫 司 “扩大 路 径 法 ” 
首先 给 出 “ 极 大 路 径 ” 的 概念 . 

设 G= <V E> S n Br IB. EAD, Ë: P, — ai sea H G 
中 - 288846. 2608 2 vu 与 D; SBI 35 TN SA 3895 3838310 4 R. X: 308 
的 边 扩 到 P, rR 3 35 358 Es t t kt AE E Dr BJ BS e ShBA TH SA AR B 
MECA RRK sha p° S B 8 f rh 3 , 835] dr Pr E BE: 
这 -过 程 .直到 最 后 所 得 路 径 的 始点 不 与 其 它 所 有 路 径 外 的 任何 
顶点 相 邻 为 目 , 设 终 让 时 的 路 径 为 Dira =o sun esk 0. 至 对 
Ta. 的 终点 ws 继续 上 述 过 程 , 设 最 终 得 到 的 路 径 为 于 -一 Der 
eve kor 20, CRIEN vo 与 终点 warr 不 与 让 -41, 外 的 任何 顶 
SHAB. 则 称 二 .1, 为 * 极 大 路 径 ”, 并 称 用 构造 “ 极 大 路 径 ” 证 明定 
理 或 命题 的 方法 为 “扩大 路 径 法 ”- 

类 俱 地 .可 以 在 有 商 网 五 中 构造 " 极 大 的 路 径 ” 只 需 诈 意 : 当 
从 路 径 的 始点 wo 扩大 时 ,需要 找 P 外 的 邻接 到 mw 的 顶点 ,而 从 路 
径 的 终点 vi 扩大 时 .需要 找 工 奸 的 邻接 于 vi 的 顶点 . 

【[ 例 7.6】 设 避 为 ntn 宇 3) 阶 无 向 简单 图 ,6(G) 之 2, 证 明 G 
中 存 帮 长 度 估 上 等 于 3 的 图. 

证 明 设 wEV(O), 由 于 5(G) 宇 2, 所 以 存在 wwEVCG) 且 vv 
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四 


= EIn d € EG). 设 T= 3t P, 采用 “扩大 路 径 法 *， 
FRKE FE r'=usoruu HT G 为 简单 图 及 q0.22CG 
=1,2)F[ 3,22. 

G) EET Po 与 vw 相 邻 , 则 vorov 为 G 中 长 度 大 于 
等 于 3 y. 

D E v tJ o, PAR, WD E TE o OKI), G o 与 
相 邻 ,否则 与 we (oo) S2 HAR. F EI P Eoo o 
vo， 并 且 长 度 大 于 等 于 3. 

【 例 7.7] 设 DD= 二 V.E 污 为 有 向 简单 图 :6(D) 宇 2, 且 56- 
CD) 盖 0 CD)>0, 证 明了 中 存在 长 度 大 于 等 于 max (ë (D) ,6 
CD)} 十 1 的 图 (初级 回路 ). 

证 明 Bon AD HEESTA AFE d! oat AE 
E mn EVD) EAn > € E(D),@ T= vn, R T, 施行 “ 扩 
AREE” IE RARE”, D= von eo, h EA ARPER Si Imax 
{07 ,8+}. 

《1) 若 max{6 ,6+)=6', 则 12>61. 

ET P.A u 邻接 到 v Mv v> € EID), W vvi vvo 
为 长 度 大 于 等 于 51 十 1 EJE. GF J, <ou> & E(D), AF u; 
不 邻接 到 天 外 的 任何 顶点 ,因而 在 性 上 存在 v uao, 邻接 于 
PIKALE KiS dt u) d wS), 于是, 
vw 为 长 度 大 于 等 于 引 1 十 1 的 圈 ( 见 图 7.15 所 耿 ). 


7.15 
(2) 车 max{6- ,61) 一 9 ,可 类 似 讨 论 . 


$ 7.3. 无 向 图 的 连通 性 


本 节 内 所 讨论 的 图 均 为 无 向 图 ,因而 所 述 图 已 均 指 无 向 图 . 

定义 7.20 R G—<V,ED> V WyvEV, 若 wrv 之 间 存 在 通 
路 , 则 称 xm 是 连通 的 , 记 作 ~v, 并 且 对 于 Y EV, 规定 uu. 

由 定义 不 难看 出 ,无 向 图 中 顶点 之 间 的 连通 关系 是 等 价 关系 . 

定义 了 21 若 G 为 平凡 图 起 CG 中 任何 两 个 顶点 都 是 连 授 的 ， 
则 称 @ 是 连通 图 ,否则 称 G 是 非 连通 图 或 分 离 匿 

显然 无 向 完全 图 关 ,(= 关 1 都 是 连通 图 ,而 零 图 N, Cn 之 2) 均 
为 非 连通 图 . 

定义 7.22 Ü G=<V, E>, V 关于 顶点 之 加 的 连通 关系 
的 商 集 .V/ 一 = {V VeV) RR TE GV) GE 一 1，2， ,有 ) 
为 如 的 连通 分 支 , 连 通 分 支 数 大 记 为 p(G). 

由 定义 可 知 , 若 G 为 连通 图 , 则 (G= 1, G 为 非 连通 图 ， 
RJ pO. 

定义 7.23 设 xp 为 图 G 中 的 任意 两 个 顶点 ; 若 uov 连通 ， 
称 ueo 之 问 长 度 最 短 的 通路 为 x.v 之 间 的 短程 线 , 短程 线 的 长 度 
称 为 u,v 之 间 的 距离 , 记 作 d luso), 4 uso 不 连通 时 ,规定 d Cu- 
u)= co. 

不 难看 出 ,G 中 顶点 之 间 的 距离 有 如 下 各 条 性 质 : 

(1) duS u =u 时 ,等 号 成 立 ; 

《2) 满 是 三 角 不 等 式 :Y www EV (GO, W dlre) Hiu sw) 
Dduw); 

(3) 具有 对 称 性 :dCw,w2 一 d Cv sn). 

定义 7.24 WW G= <V E> $k 

max{d(urw) |uvEV} 

H G 的 直径 , 记 作 dG). 

易 知 , 若 G=K, a2) Ml dOS 1,33 G EREA n BN, 
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MAOS] E |, 38 G 是 平凡 图, 则 4G) 二 0, 着 G ERE N, > 
2), 则 dG) 二 co. 
” ”有 了 图 中 通路 .回路 及 连通 图 的 概念 后 ,我 们 可 以 给 出 部 图 
的 一 个 判别 定理 . 

定理 7.8 一 个 图 G 为 二 部 图 当 且 仅 当 图 G PEAH. 

证 明 DRHE 设 二 部 图 G= <y,,V,, E> , 若 必 中 无 图 , 结 
论 成 立 ,否则 , 设 C 为 GG 中 任意 一 个 圈 , 设 C=wivs…o wi ,不妨 
H o EVI varus to BIRF Vis i vooo HEF Va 
TE AREH: 为 C 的 长 度 ,因而 CABE. 由 于 C 的 任意 
性 ,所 以 结论 成 立 . 

充分 性 . 设 G 中 无 奇峰 ,不妨 设 C 是 连通 的 ,否则 可 对 它 的 每 


Vis {ulju EVO Aduv) A), 

Vo= fulu EVO) A dlus) JARO. 
WV NV=ØH V UV=V C. 下 面 只 要 证 明 ,V EEG), WJ e 
的 -个 端点 在 六 rh, 另 一 个 端点 在 V, 中 . ERR TEED e= lo, 
vs) oo, 均 属 于 i, 设 Das Do RA v F o M o S) o, KIFE 
线 ,显然 PT 的 长 度 均 为 偶数 . Wu EV DNV Cay) B P, 
与 Ts 除 v. 外 无 公共 项 点 (示意 图 请 见 图 7. 16) , 则 因 F... ,Pr 的 长 
度 依然 为 偶数 ,所 以 PeU Cno D UP 为 G 中 一 个 奇 图, 这 与 局 
PRAETTE. i 


7-16 
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定理 7.9 设 G 为 = 阶 无 向 图 , 若 G 是 连通 图 , 则 G 的 边 数 
Inl. 

证 明 车 G 为 简单 图 时 ,G 连通 必 有 m2=n— 1,24 G 为 非 简 
单 图 时 ,G 连通 更 要 要 求 m 尖 xn 一], 因而 下 面 仪 就 G 为 简单 图 时 
加 以 证 明 . 

对 顶点 数 n 作 归 纳 法 . 

n=1 时 ,G 为 平凡 图 ,此 时 袜 一 2, 所 以 结论 成 立 . 

设 ma 和 EC(E321) 时 结论 成 立 , 下 面 证 明 = 一 & 十 1 时 结论 也 成 
立 . 

j o yG HERAT iE G =G u i CA GDA 
连通 分 支 Gi Got G BE IV (GO | =n ECG | =m, 551,250 
s, j a Lk, EB RE T m Sn 1. E TA G PIR o PE s 


DEEDE AEDE T s KW FE m> umts > 
Pasa Dai I 


S7.4 无 向 图 的 连通 度 


为 了 刻 化 连通 图 的 “连通 程度 ", 先 给 出 点 割 集 和 边 割 集 的 概 

念 .本 节 内 所 谈 图 G 也 均 指 无 向 图 . 

定义 7.25 Š G=<V. E>, 车 存在 V'CV AVAD, EG 
p(G—V!)> pG), IB XF TERA VEV Pr pP (G — V") = p 
(G); 则 称 V' 是 G HARR. a E V JE G 的 点 割 集 , 且 了 是 
单元 集 , 即 V = to) WI o 为 割 点 . 

在 图 7. 17 P, {ozur} (vs) tu) 为 点 害 集 ,其 中 vov HAE 


定义 7.26 R G= <V E>, EEE CE 且 E' 关 名 ;使 得 
pG EN > pG), MXF ERK E'CE' HA p(G-E)=p 
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(G) WF E 5 G 的 边 割 集 或 简称 为 割 集 . 特别 地 , 若 EF' 是 割 集 ， 
且 E' 为 单元 集 , 即 E = {e} WF e 为 桥 - 

在 图 7.17 中 , deise} ,feryesrer),{e6} s ferres} s {terser ea) FAB 
是 割 集 ,其 中 e, 尼 桥 . 


7.17 
对 于 任意 的 vEVCG) ,Tolv) 是 v 的 关联 集 ,E' 为 G BJ SIE, 
E ECI WP E H v PER BERR ADERIR. 其 实 ， 
E o TERA M ze 人 oo)? 木 身 就 为 扇形 割 集 , 在 图 7. 17 中 , {eet 
大 由 mm 产生 的 刹 形 割 集 , (eyeayes} 是 由 o, 产生 的 扇形 割 集 . 已” 
Sienese i PERR C AATRE RR , E {e,r F les) 


定义 7.27 iZ G AAEE B A AF562 E , FR GO 一 
mini |V' | V' 29 G 的 点 割 集 } 为 G 的 点 连通 度 ,简称 连 道 度 . 规定 完 
全 图 K. 的 点 连通 度 为 n 一 1,n 汪 1. 又 规定 非 这 道 图 的 点 连通 度 为 
0. LË GOS, WPR G 为 上 连通 图 . 

不 难看 出 ,图 7. 17 所 示 的 图 的 点 连通 度 为 1, 它 为 -连通 图 。 
但 不 是 二 连通 图 ,k 汪 2. 彼得 森 图 (图 7. 6(d) 所 示 }) 的 点 连通 度 为 
3; 所 以 它 居 1- 和 连通 图 ,2- 连 通 图 ,3- 连 通 图 , 介 不 是 -连通 图 ,了 宇 
4. 


定义 7.28 设 G 是 无 向 连通 图 , 称 XG) 一 min{ | ' E h: G 
的 边 割 集 } 为 G 的 边 连通 度 . 规定 非 连 通 图 的 边 连 道 度 为 0. 2 A 
(G)Zk, INE G 为 天 边 -连通 图 . 
不 难看 出 图 7. 17 所 示 图 的 边 连通 度 4 一 1, 央 而 该 图 只 是 1 
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边 -连通 图 . 彼得 森 图 的 边 连 通 图 为 5, 因而 它 是 1 边 -连通 图 .2 边 
-连通 图 .3 边 -连通 图 ,但 不 是 边 -连通 图 ,之 4. 

在 不 引起 混 清 的 情况 下 ,图 G 的 点 连 度 <CG), 边 连通 庆 
XCG) ,可 分 别 记 为 和 和 

定理 7. 10(Whitney〉 对 于 任意 的 图 G, 均 有 下 面 不 等 式 成 


Fr 


EKAKI, 

JerB<,A.6 DAA G AEE . 边 连 通 度 和 最 小 度 . 
证 明 若 G 是 非 连通 图 或 G 是 完全 图 ,结论 显然 成 立 . 又 若 
G 是 非 简单 图 ,删除 G 中 全 部 环 . 并 将 重 数 r 大 于 等 于 2 的 平行 边 
均 删 除 > 一 1 条 , 设 所 得 图 为 3 , 则 他 为 简单 图 . 显然 , 苦 有 e) 
ACG') 才 8《G'), 则 必 有 xcG) 志 A(G) 志 6《G). 基于 以 上 理由 , 设 G 
是 连通 的 、 非 完全 的 简单 图 ,对 满足 以 上 要 求 的 简单 图 来 说 , 阶 数 
n=1 或 2 的 情况 结果 成 立 , 所 以 设 G 的 阶 数 a 2=3. 下 面 的 证 明 分 
两 步 . 

(1) 证 AS 

io €C V(G) H a G= 6(G), E? = (Gu ,o) je E Ne) } MI) 
E rh G 的 割 集 , 所 以 

AOS LE; | =8 (GAS. 

(2) 证 A. 

设 E' 为 G 的 一 个 边 割 集 , 且 A= 1 瑟 '1, 我 们 的 目的 是 要 从 五 
中 的 边关 联 的 顶点 中 找 出 含 点 割 集 的 六 来 ,使 得 ptG 一 WV) 之 p 
(G>. 为 此 , 令 G' 二 G 一 EB', 设 G' 的 两 个 连通 分 支 分 别 为 Gi 和 G, 
则 EF 中 的 边 的 两 个 端点 在 G, 中 , 另 -- 个 在 Gz 中 ,为 了 使 选 到 的 
V' 满 足 上 述 要 求 , 先 证 明 下 面 命题 : 

FHE EVG) wEV (Gs) ,使 得 wv fE G 中 不 祖 邻 , 记 此 命 
BAO. 

BIV GO (=m; VG) | =m W m Hmn E. SEn 
二 1,2, 若 @ 不 成 立 , 则 4(G) = |E |Small K 3F ET G 是 
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非 完全 图 的 简单 图 ,所 以 @@ 成 立 . 上 式 中 man] 的 理由 如 下 : 
PP 一 天 十 上 一 一 2 一 3 十 工 一 ai(rz 一 1》 一 (Crz 一 1》 
一 (一 1)(as 一 1)220. 

按 下 面 方法 选择 7' :Y eC E BEART wov 的 端点 (由 
加 的 成 立 ,这 是 办 得 到 的 ) 组 成 V', 则 G 一 V' 至 少 有 两 个 连通 分 
支 ，- 个 含 w, 另 - -个 售 w, 所 以 V ho CHE. 于 是 

ROOS |V IS |E | SAG) EA 

推论 É G 是 -连通 图 , 则 G 必 为 上边- 连通 图 . 

定理 7.11 设 G 是 wtn 之 6) 阶 简单 无 向 连通 图 ,A4(G) < 
(O) , 则 必 存 在 由 K,,,K, 及 在 它们 之 间 适 当地 过 入 AORA 
G 作为 生成 了 图 欧 图 6G" ,其 中 ,XG)+2<m<<| 2 |. 

证 明 RE 是 G 中 的 一 个 最 小 的 边 割 集 , 则 1 本 1 一 MG) ,于 
是 G— E, 恰 有 两 个 连通 分 支 Ci Co Ë: mone 分 别 为 Gi 55 G; 的 顶 
点 数 , 则 ni Tai =n, SB k mn 在 G, 与 G, 中 适当 地 加 新 边 ， 
使 其 成 为 完 金 图 K。,K。. $ G =K, UE UK, M| G° S Br E 
含 G 作为 生成 子 图 是 显然 的 . FERRERO] Z |- 
由 G 的 构造 不 难看 出 - 

MG)<SKCGJsS6(G， <m] 


T 


AG <m 一 1 十 


AOI AAG) ER — l>1(G) + 1 


而 当 AOH =a faH) O | acc) ,于 是 有 
ma 


ALG) AIGIS G KAG, 

这 是 矛盾 的 ;因而 AGO H AmA Sml 

m EF <| 2 [EBR AAAF] I 
由 定理 7. 11 欧 证 明 ,不 难 证 明 以 下 推论 


G —1) G AG S> 


AG 十 2 和 
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推论 


a) OLG Sm 一 1 二 | 于] 一 1 


(2) G 中 存在 不 相 邻 的 顶点 vv, fE 
ae (Ca 十 dc (os 一 2 

(3) dOd G 23. 

定理 7. 12 设 C E n CD 6)Br2E38 a W x [E] EH. 

《1) # SCG) 关 | 二 |, 则 AG) =8(G); 

《2) 苦 对 于 G 中 任意 一 对 不 相 邻 的 顶点 wyp, 均 有 

da) tdn l, 

则 A(G) 一 5(G); 

(3) # da) 所 2, 则 XCG) = (G). 

证 明 (1) 由 定理 7?. 10 aA AGKS CG), mA AGS 
CG), H EBE 7.11 的 推论 可 知 ,8(G) 志 | 吕 | 一 1, 这 与 806) 之 


[F JETE MAAE AOO. 


《2) E AOLE, BE 7. 10 中 构造 的 G' 中 存在 不 相 邻 
的 顶点 ww, 使 得 
dat lu) dar Cos 一 2 
但 doD LKde GO rde Kde (v), 于 是 得 
delu) 十 dckoossm 一 2， 
这 矛盾 于 已 知 条 件 ,所 以 必 有 4A(G) 二 86(G). 

(3) 和 由 定理 7.11 的 推论 中 的 (3) 得 证 I 

定理 7.13 设 CG 是 n 阶 简单 连通 图 , 且 G 不 是 完全 图 K, W 

xK(G)Z226(G)—n+2. 

证 明 BV, EGARDAR, MV |=. RGV ËJ 
ERDEN CGn CGD FRIV (G| =m, ÜV |= 
m: J| i telO =n FERRA 
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SOn lH GO =n +<&(G)—1, 
并 且 
OG) ns tlG)—1, 
= 28(G)<Ç% Hn: HEG) + re(G) —2—nt+«r—2 
= x(GXZ226(G)—n-+2. 1 
定理 7. 14 ”对 于 给 定 的 正 整 数 n,6,«,4, 存 在 n 阶 简单 连通 
元 向 图 G, 使 得 8(G) 二 6,x(G) 一 rk,4(G) 二 4 的 充分 必要 条 件 是 下 
到 三 式 之 一 成 立 : 
n 
D oxa] % J: 
(2) 1&22—n-+-2=<ÇesSÇa— An l; 
(3) e=à=8=n— 1. 
证 明 必要 性 . 
当 3<| 号 | 时 ,由 定理 7. 10 可 知 (1) 成 立 . 


当 >| 2 | 时 ,由 定理 7. 12 可 知 ,X45. 又 营 不 是 完全 图 

K. WEH 7.13 可 知 ， 
1<26 一 2 十 2 三 k< 一 6 一 ”一 1 
而 当 G 为 完全 图 K, 时 ,一 4 一 3 一 2 一 1. 

谈 人 1) 中 条 件 成 立 - 取 G = Ks G= Kaai VGS {us 
uas as V (G,) = (vis Ur tts Unai p TE Gi U Ge 中 增加 新 边 
Custu) i= l2 e, REH Gaud i= 2,3, QA— +1) EET 
BES G.M aG =el GO =r, ACG =À. n=11,6=2,4=3,8=4 
时 ,所 得 图 G 如 图 7.18 所 示 . 

设 52) 中 条 件 成 立 . 令 G = K., G, = K,,G, = K, fe rh r= 


k — s G,+(G,UG,), 在 G' 中 增加 一 个 


TA o, Ë o 与 G, 中 所 有 顶点 相 邻 ,与 G, 中 3 一 上 个 顶点 相 邻 , 记 
最 后 所 得 图 为 GCI GERIG Se= AGIA 
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u 
ud ia 
图 718 


Een=8,e= 2. == 4. R] G = kor | 于 2 =s. = 


| 于 和 | 一 2, 所 以 取 G, = K..G. = K, G =0 G UGD =K; 


+K: UK) ,所 得 图 G 为 图 7.19 PR. 


图 7.19 


在 图 7. 19 中, 实 线 边 组 成 的 图 分 别 为 K. Ki Ko ME št hs 
由 K,, K. Ú K, 形成 联 图 G' 时 所 加 的 边 ,而 线段 和 点 组 成 的 边 是 
h C'R G 时 增加 的 边 - 

RORE MS G=K, 即 满足 要 求 . I 

下 面 讨 论 无 割 点 与 无 桥 图 的 特点 . 

定理 7.15CWhitney) 上 没 CG 为 ntn 宇 3) 阶 无 向 连通 图 ,G 为 
2- 连 通 图 当 且 仅 当 G 中 任意 两 个 顶点 共 圈 . 
证 明 ” 先 证 充分 性 . 因为 CG 中 任意 两 个 顶点 共 图 ,所 以 G 中 
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任意 的 顶点 均 在 若干 个 图 上 ,因而 Y c€ V(G),G— u 仍 连通 , 故 G 

中 无 割 点 ,所 以 x(G) 之 2, 因 而 G 是 2- 连通 的 . 
必要 性 - 设 wz 为 G 中 任意 两 个 顶点 ,为 证 明 vso 共 圈 ,对 xz， 

之 间 的 距离 zz ,z) 作 归纳 法 . 

4 duv) =1 PF, e= (uyv)EECG), 由 已 知 条 件 可 知 ,4 
OSO, A e 不 是 桥 ,因而 G'=G 一 e 仍 连通 ,于 是 在 CGC’ 中 
uso ARERI Tr TUe 为 G 中 一 个 图 ,此 圈 含 vv 

设 dlu Kk ASD AER, F E duo) =k 1 时 
结论 也 成 立 . 

设 己 为 xm 之 间 的 短程 线 , 则 已 的 长 度 为 有 +1. 在 已 上 设 m 
与 vz 相 邻 , 则 p — Ge.) K u, zo 之 间 的 短程 线 ,其 长 度 为 x, 即 dq 
(x ww) 二 天 ,由 归纳 假设 可 知 ,w,w 共 圈 , 设 其 圈 由 ToT 所 围 ,其 
示意 图 为 图 7. 20(a). 因为 G 是 2- 连 通 图 ,因而 G' 一 G 一 w 仍 连 
通 , 故 在 G' 中 到 wv 存在 路 径 T, 且 个 与 站 以 及 本 ,不 会 全 重 
合 ; 可 分 以 下 儿 种 情况 讨论 : 


< 全 


(b) 


> < 


图 7.20 
BB u 外,T 与 ,Ts 无 其 它 公 共 顶 点 , 则 wsv PENU 
(wD UT 中 ,其 示意 图 为 图 7. 20(b)， 
否则 ,与 五 或 Ta 有 公共 顶点 . 若 D 5 五 有 公共 顶点 , 设 
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| vÆ D Bt SE E w 的 与 P, 的 公共 顶点 , 则 wa 处 于 由 T. E < 到 
yz 的 一 段 .上 vs 到 wv 的 一 段 , 边 (rw,v)、T 所 组 成 的 圈 上 ,示意 
图 为 图 7. 20(c). 若 D 与 站 无 公共 顶点 , 设 w, Æ r 上 最 靠近 w 
B-E P, 的 公共 顶点 , 则 w,w 处 于 由 本 上 到 ww 的 一 段 .v, 到 vw 
By P, 上 的 一 段 , 边 (w,v) 以 及 六 所 围 成 的 圈 上 ,示意 图 为 图 7. 20 
a. 1 

定义 7. 29 设 G 为 无 向 连 通 图 , 若 G 中 无 制 点 , 则 称 G 为 
块 . 若 G 中 有 制 点 , 则 称 G 中 成 块 的 极 大 连通 子 图 为 C 的 块 . 
习 7.21ka) 中 有 5 个 块 ,它们 都 是 天 :,(b? 中 有 3 个 块 ,它们 分 
别 为 K,, K, 和 KK. OPA 2 个 块 ,其 中 有 一 个 是 K,. 


7.21 
由 定理 7.15 可 知 ,对 于 n(n 之 3) 阶 的 无 向 图 G , #; G 是 块 , 则 
G 中 任意 两 个 顶点 共 圈 ,友之 , 若 G 中 任意 两 个 顶点 共 圈 , 则 G 是 
Ë. 


定理 7.16 iZ GA naD RAAR, G 为 2 边 -连通 图 当 且 
仪 当 G 中 任何 两 个 顶点 共 简 单 回路 . 

证 明 BEYE. i G A rS: G Gr Go Y wvEV 
(G) È uo E G ÉB [F| — B GOS SOR, hE 7. 15 可 知 ， 
uso 共 圈 ,因而 共 简 单 回 路 ,次 则 E EVG) wEV ISi 
jr. 设 w 与 v 之 间 的 短程 线 为 P, 易 知 ,P 必 经 过 若干 个 块 与 块 
ZEAR v ou noo ME 7. 22 所 示 的 示意 图 . 由 定理 7.15 
可 知 ,w 5 u, ER 12 C, 是 其 中 的 一 个 ,vw 与 wv, 共 圈 , 设 Cs 是 其 中 
的 一 个 ,-…,w, 与 v 共 圈 , 设 C, 是 其 中 的 一 个 ,于 是 *,> 共 简 单 回 
路 we 
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图 7.22 
充分 性 . 其 实 , 只 要 证 明 G 中 无 桥 .车 G 中 有 桥 , 设 e= luv) 
为 其 中 的 一 桥 , 由 已 知 条 件 可 知 uo 共 简 单 加 路 , 设 C 是 其 中 的 
一 个 简单 回路 , 则 GG 一 e 连通 .这 与 e 为 G 中 桥 相 韦 盾 . 1 


1 


由 定理 7.16 可 知 ,ma 之 3) 阶 无 向 图 C 中 无 桥 当 且 仅 当 C H 
任意 二 顶点 共 简 单 回 路 . 

由 以 上 的 讨论 可 知 ， Ma 轿 和 块 都 是 图 的 关键 部 位 ,下 面 进 
“ 步 讨论 有 割 点 和 有 桥 图 的 一 些 特点 - 

定理 7. 17 I v SAREMA C 中 的 一 个 顶点 ,为 G 的 割 
点 当 上 仅 当 存在 了 CC)? 一 "的 一 个 划分 :KG) 一 op 一 六 UT:，, 使 得 
对 于 任意 的 xE AER wEV, 在 每 一 条 P) w 的 路 径 上 . 

证 明 ”必要 性 . 因为 v 为 G 的 割 点 ,所 以 ,G 一 "至少 有 两 个 连 
通 分 支 , 设 G, 为 其 中 的 一 个 连通 分 支 , 取 六 一 VCGD V =V (G) 
— {o} V. W V, N V= Ø .,V,UV,=V(G)-—u, Ff (V. Va) V 
Ooh AR JV EVY wEV o VERRA u F) v 
的 路 径 上 EW FERRA u PJ w HRE PERE v M PEG 
o TXE usw 属于 G 一 ”的 不 同 连通 分 支 相 了 矛盾 . 

充分 性 ,车 v 不 是 割 点 , 则 G 一 = 连通 , 因 面 存在 zwE V... e € 
Voff u 到 ww 的 路 径 不 过 v, 这 与 已 知事 实 子 盾 . 1 

推论 ” 设 ” 为 无 向 连通 图 G 中 的 一 个 顶点 ,z 为 割 点 当 旦 仅 
当 存 在 与 v 不同 的 两 个 顶点 zx 和 zw, 使 处 在 每 -条 从 x 到 ww 的 
路 径 上 - 

定理 7.18 设 e 为 无 向 连通 图 G 中 的 . -条 边 ,e 是 G 的 桥 当 
且 仅 当 e 不 在 台中 的 何 任 圈 上 . 

本 定理 的 证 明 简单 . 


El 
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定理 7. 19 设 e 为 无 向 连通 图 G 中 的 --- 条 边 ,e 为 桥 当 且 仅 
当 存 在 VCG) 的 一 个 划分 :V (G) =V, UV, 使 得 对 于 任意 的 C 
Vie Ce Vae 在 每 一 条 uw F o ARE. 

证 明 必要 性 . 因为 。 为 G 中 桥 ,所 以 G-e 有 两 个 连通 分 支 
Gis G; V,=V(G),V,=V(G,), NIV, V) p V ORAR 
分 .YW EVY v€ Vae 在 每 一 条 从 £| > 的 路 径 上 . EUI e 
€V..3 = EV FE m 到 mm 的 路 径 不 过 e, 则 G 一 连通 ,这 与 < 
为 G PATE. 

充分 性 . RV ,Fr 为 了 (G) 的 一 个 划分 ,YuEVi YuETa:e 
二 《w',v ER RJ u 到 ”的 路 径 上 ,显然 zx EVi,v EVs, 若 e 
不 是 桥 , 则 G— 2 仍然 连通 ,于 是 存在 从 w' 到 ww 的 路 径 P' ,显然 在 
G 中,P' 不 经 过 e, 这 与 已 知事 实 蔬 盾 . I 

根据 以 上 的 讨论 ,不 难 证 明 下 面 定理 - 

定理 7.20 设 G 为 n(n 宇 3) 阶 无 向 简单 连通 图 , 则 下 面 命题 
是 等 价 的 ， 

O) G 是 块 ; 

D G 中 任意 二 项 点 共 轿 ; 

(8) G 中 任意 一 个 顶点 与 任意 一 条 边 共 国 . 

(4) G 中 任意 两 条 边 共 圈 ， 

(5) 任 给 G 中 两 个 顶点 usv 和 一 条 边 e TEEM u 到 vv 经 过 e 
的 路 径 ， 

(6) 对 于 G 中 的 任意 3 个 顶点 中 的 两 个 项 点 ,都 存在 从 一 个 
顶点 到 另 一 个 顶点 县 含 第 3 个 顶点 的 路 径 ; 

《7) 对 于 G 中 任意 3 个 顶点 中 的 任意 两 个 顶点 ,都 存在 从 一 
个 顶点 到 另 一 个 顶点 而 不 含 第 3 个 顶点 的 路 径 . 

在 实际 应 用 中 ,人 们 希望 寻找 wtx 关 3) 阶 无 向 简单 图 ,使 G 
是 大 连通 的 ,县 边 数 越 少 越 好 . 当 K 一 1 时 ,这 样 的 图 应 该 为 n 阶 
树 - k= 2 时 ,这 样 的 图 应 该 是 = Br Ë ,n= 6, = 3 时 ,这 样 的 图 
应 该 为 K;,s,k 二 4 时 ,这 样 的 图 应 为 八 面体 图 ,一 般 情 况 下 ,对 于 
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给 出 的 ” 和, 求 n 阶 连通 简单 图 ;使 其 边 数 达 到 最 小 是 个 难 
题 . 


$7.5 有 向 图 的 连通 性 


定义 7.30 AAR D PADA v P v, 存在 通路 . 则 称 
v Ti o, 记 作 ovp It PERH u EVO) UE oo E o 
v; H oo MER o, S v, 相互 可 达 , 记 作 wie>v,, 对 于 任意 的 vw.EV 
(D), SSE vev 

PEAH. EARS t V (D) L01281 3 #. 

定义 7.31 CAR D pË u —u,, ËR x, F) u KARE 
通路 为 w 到 o, 的 短程 线 , 其 长 度 称 为 w 到 u 的 距离 , 记 作 dao, 
v>. 

与 无 向 图 中 预 点 与 v; ZEMER dlou t Esdan so; 
盖 除 无 对 称 性 外 ,具有 dlou ) 的 一 切 性 质 - 

定义 7.32 设 刀 为 一 个 有 向 图 . 若 吕 的 基 图 是 连通 图 ; 则 称 
也 是 弱 连 通 图 ,或 简称 D 是 连通 图 ,对 于 任意 的 ,wv,EVCD), 若 
uupuu 至 少 成 立 其 一 , 则 称 D 是 单 向 连通 的 . 对 于 任意 的 
von EVID EHH v 一 >v,, 则 称 D 是 强 连通 的 . 

从 定义 不 难看 出 ,车 是 强 连通 的 , 则 它 一 定 是 单 向 连通 的 ， 
车 了 是 单 向 连通 的 , 则 它 一 定 蚌 弱 连 通 的 . 

定理 7.21 RDA -个 n 阶 有 向 图 ,DD 是 强 连通 的 当 且 仅 当 
D pE. CA D 中 每 个 顶点 至 少 一 次 . 

证 明 ”充分 性 是 显然 的 ,下面 证 明 必要 性 - B: D 中 的 顶点 为 
mp 由 呈 的 强 连 通 性 质 可 知 : 一 ww 一 1 2, nl, 
j P. 29 o, B) o BJ 3888, X oos BE P. 289 o, So 的 通路 ,于 
E, Do a D T, 所 围 回路 经 过 D 中 每 个 顶点 至 少 一 次 . 

I 


[B| 


定理 7.22 设 孔 为 x 阶 有 向 图 ,是 单 向 连通 图 当 上 且 仅 当 隔 
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中 存在 经 过 每 个 顶点 至 少 一 次 的 通路 - 

在 证 明 本 定理 之 前 先 证 下 和 面 命题 , 

命题 R DEFERRA AR. WATER VEVO), 
存在 v'EV' ,使 得 任意 的 ET EJ v —u. 

证 明 ETR, GEE EA VaTrE, 2 P — 
{rsas…sow} 是 无 此 种 性 质 的 极 小 的 VDF R Jti 有 ,一 六 
一 fa 上 由 地 的 极 小 性 质 可 知 , 六 有 所 要 求 的 性 质 ,于 是 3 vw, € 
Poy u ELHA v, >o, RRE V P, RAER v, Ho, 
还 必 有 mm, Ho ERR u, v, M v, MERR o, #F6 V PAA 
ARR FA o ik V PADR 2 V 的 性 质 相 矛盾 ,于 是 ,or 
与 o ERTE D EAE 13 8. 

TAHER. 定理 的 充分 性 也 是 显然 的 ,下 面 证 必要 性. 

由 已 证 命题 可 知 ,VC(D) 中 存在 v,w 可 达 其 余 各 顶点 ,V1 一 
VED) ivi PEE v: B V, 中 各 顶点 ,Vs 一 V 一 {u,vs} 中 存在 
v 可 达 V, PEWA, Vs 二 VCD) 一 svar os 中 存在 
V. (H| K V. I h TK A, PEE u ouw —, | ES iti # 38 
路 2reouztesusso, aro, ER D 中 每 个 顶点 至 少 -次 .上 

定义 7.33 设 也 为 有 问 图 , 称 具有 强 连通 性 质 的 极 大 于 图 为 
也 的 强 连 通 分 支 . 称 具 有 单 向 连通 性 质 的 极 大 子 图 为 也 的 单 向 连 
通 分 支 . 称 具 有 紧 连 通 性 质 的 极 大 子 图 为 P 的 连通 分 支 - 

由 于 在 有 向 图 马 中 ,顶点 之 间 的 相互 可 达 关系 是 VCD) 下 
的 等 价 关 系 , 所 以 每 个 等 价 类 的 导出 于 图 都 对 应 个 强 连通 分 支 . 

， 【 例 7.8] 求 图 7. 23 中 (a),《b) 所 示 的 两 个 有 向 图 中 的 强 连 
遂 分 支 , 单 局 连通 分 支 . 

JE (a) 中 图 共有 6 个 强 连 通 分 文 , 它 们 分 别 由 V i= {a} V: 
= {b}, V= {csdsesi hy V = (S V= [gl V= J k SH. A 
3 TEMERS Z, ENIA Vi = lab} Va = fesdresishs f. 
gV = (joki) TH- 

(b) 中 图 共有 5 个 强 连 道 分 支 ,它们 分 草 由 一 {e,f ,8 his 
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V= {d}, V= (c) ,V.= la} ,Vs 二 {8} 导出 .有 3 个 单 向 连通 分 支 。 
ENAP Vi = (a, V = {cd} VI = d... f ogh) FH. 


(a) (b) 


= 题 + 


1， 设 无 向 图 全 有 16 条 边 ,有 3 个 4 度 顶点 .4 个 3 度 顶 点 ,其 余 顶 点 的 
度数 均 小 于 3,18) G 中 至 少 有 几 个 顶点 ? 

2. 设 9 阶 无 向 图 避 中 ,每 个 顶点 的 度数 不 是 5 就 是 6, 证 明 G 中 至 少 有 
5 个 6 度 顶 点 或 全 少 有 5 个 5 度 顶 点 . 

3， 证 明 空间 中 下 可 能 存在 有 奇数 个 面 且 每 个 面 均 有 奇数 条 杰 的 多 面 
f. 

4. 在 一 次 象棋 比赛 中 .任意 两 个 选手 之 间 至 多 只 下 一 盘 , 又 每 个 人 至 少 
下 一 盘 , 证 明 总 能 找到 两 名 选手 ,他 们 下 过 的 盘 数 是 相同 的 . 

5. 设 # 阶 无 向 简单 图 G 为 3 次 图 (3- 正 则 图 ), 边 数 >: 与 4 满足 如 下 关 
系 : 


2n—3=m. 

试问 G 有 几 种 非 同 构 的 情况 ? 并 征明 你 的 结论 . 

6. 下 面 给 出 的 两 个 整数 列 ,哪个 是 可 图 化 的 ? 对 于 可 图 化 的 请 至 少 给 出 
三 个 非 同 构 的 图 . 

(G) d= (1 .2,2,4,4,5); 

(2) d= (111,2.2,3.3,5)$ 

7. 判断 下 列 三 个 整数 列 中 哪些 是 可 以 简单 图 化 的 ? 对 于 是 简单 图 化 的 
试 给 出 两 个 非 同 构 的 图 . 

(1) (C8,6,5,.5,3.3,2)s 
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(2》(5,3,3,2,2,1)5 

(3) (3,3,22,22); 

8. 画 出 无 向 完全 图 KK 的 所 有 非 同 构 的 子 图 ,其 中 哪些 是 K , 的 生成 子 
图 :哪些 是 自 补 图 ? 

9. 画 出 3 阶 有 向 完全 图 的 所 有 非 同 构 的 子 图 ,指出 哪些 是 生成 子 图 , 哪 
些 是 自 补 图 ， 

10. 现 有 5 个 4 价 无 向 简单 图 ,它们 均 有 3 条 边 ,证 明 这 5 个 图 中 至 少 有 
两 个 是 同 构 的 . 

11. 设 G 是 =” 阶 自 补 图 ,证 明 n= 4 或 ”一生 十 1, 其 中 下 为 正 整数 . 

12. 设 G 是 5 阶 简单 无 向 图 ,证 明 @G 或 G 中 存在 3 个 顶点 彼此 相 邻 . 

13， 若 无 向 图 C 审 愉 有 两 个 奇 度 项 点 :证明 这 两 个 奇 度 顶点 必然 连通 - 

14. Ë (之 3? 阶 无 向 简单 图 G 是 连通 的 ,但 不 是 完全 图 ,证 明 存在 x， 
ma € V(G) ,使 得 (xu wed € EG), M uwd E EG). 

15. 设 G 是 无 向 简单 图 ,8(G) 实 2, 证明 G 中 存在 长 度 大 于 等 子 8《G) 十 1 
的 轿 . 

16. 设 @ 是 无 向 简单 图 ,3(G) 六 3 证 明 G 中 各 
束 2. 

17. É G 为 ” 阶 无 向 简单 图 ,SG) 关 za 一 2 证明 G=). 

18. 设 G 是 = 阶 无 向 薪 单 图 ,证 明 : 

D 当 AOSE RC 为 连通 图 ; 


度 的 最 大 公约 数 为 1 


D AOSE at DRG 为 大 连通 图 ， 

19. 设 G 是 围 长 为 4 的 -正则 

D ERG PENE 2k + Tt 

《2) 34 G 中 正好 有 2k ARAN , EERE F G EE -的 . 

20, HG Ek a 阶 无 向 薪 单 图 ,其 直径 2(G5=2,ACgG)=n 2, 证 明 G 的 
边 数 mna. 

21. Ena ARAR G PA mA, E S m>n UE BB G 中 必 含 圈 . 

22， 设 无 向 简单 图 G rh 2 EBE , BE EH C; 的 块 或 为 K: 或 为 奇 图 . 

23. 设 rs 为 两 个 正 末 数 , 满 足 1 委 r<ss E. 2r>3 证 明 存在 无 向 简单 图 
GHEE #(G) 二 1,ACG) =r, 8G) =s. 

24. 将 无 向 完全 图 K, HUR Lie E fn. 
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(1) 证 明 对 于 n2=6, El — Fh EE 28 ËJ t EE , PA £F E £ZU te, BJ K. 或 蓝 色 的 
K,. 

(2) 用 (1) 中 结论 证 明 任何 6 个 人 中 ,或 者 有 3 个 人 彼此 认识 ,或 有 3 个 
人 彼此 不 认识 、 

(3) 证 明 对 于 * 闻 7?* 如 果 有 6 条 或 更 条 红色 的 边关 联 于 1 ° TR sa. + B] 
ERK, 中 存在 红色 的 K. 或 存在 蓝 色 的 K. 

25. 设 门 为 竞赛 图 ,Y u,o, € VD), ËF Suw u> EED), B 
Ar<Cu,aeD> € EUD, WK D 29438 H ERE. 证明 n(n 之 2) 阶 传递 的 竞赛 图 
不 可 能 是 强 连通 的 . 

26. RG Ez n 阶 m 条 边 的 无 向 连通 图 ,证 明 Zen —1. 
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第 八 章 


欧 拉 图 与 哈密 尔 顿 图 


在 本 章 中 介绍 两 种 特殊 的 连通 图 ,一 种 是 具有 经 过 所 有 边 的 
简单 生成 回路 的 图 , 另 一 种 是 具有 生成 圈 的 图 . 


18 世纪 中 叶 , 在 


S8.1 欧 拉 图 


当时 的 哥 尼 斯 堡 域 有 一 条 贯穿 全 市 的 普 雷 格 


图 8.1 
尔 河 ,河中 有 了 两 个 岛 与 七 座 桥 相 联结 , 见 图 8.1(a) 所 示 . 当时 那里 
的 人 们 热衷 于 “个 难题 : -个 散步 者 怎样 不 重复 地 起 遍 七 桥 ,最 后 


又 回 到 出 发 点 ? 试验 者 很 多 ,都 没有 解决 这 个 难题 . 1736 年 , 瑞 上 
数学 家 列 品 哈 德 。 欧 拉 (leonhard Euler) 发 表 了 图 论 的 首 篇 论 
“ 哥 尼 斯 堡 七 桥 问题 ”, 在 此 文中 欧 拉 论 述 了 不 重复 地 走 遍 七 桥 ,最 


后 回 到 出 发 点 是 不 可 


为 了 解决 这 个 难题 , 欧 拉 用 4 个 字母 A, B,C,D 代表 4 块 陆 
地 ,作为 4 个 顶点 ,将 联结 两 块 陆 地 的 桥 用 联结 相应 两 个 项 点 的 线 


段 来 表示 ,所 得 图 如 


图 8. 1b) 所 示 , 于 是 哥 尼 斯 堡 七 桥 问 题 就 变 


成 了 在 图 8.1Cb) 图 中 是 否 存在 经 过 每 条 边 一 次 且 仅 -KTR 
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有 顶点 的 回路 问题 了 , 欧 拉 在 论文 中 论证 了 这 样 的 
的 . 后 来 ,人 们 称 有 这 样 回路 的 图 为 欧 拉 图 . 

定义 8.1 《1) 通过 图 中 所 有 边 一 次 且 仅 一 次 行规 所 有 项 点 
的 通路 称 为 欧 拉 通路 ; 

D 通过 图 中 所 有 边 一 次 且 仅 一 次 行 咒 所 有 杞 点 的 回路 称 为 
欧 拉 回路 ; 

《3) 其 有 欧 拉 回 路 的 图 称 为 欧 拉 图 ; 

《4) 有 共有 欧 拉 图 通路 但 无 欧 拉 回路 的 图 称 为 半 欧 拉 图 . 

以 上 定义 既 适 合 无 向 图 又 适合 有 向 图 . 其 实 , 欧 拉 通 路 足 经 过 
所 有 边 的 简单 通路 并 日 是 生成 通路 (经 过 所 有 顶点 的 通路 ) ,同样 
地 , 欧 拉 回 路 是 经 过 所 有 边 的 简单 生成 回路 . 

另外 ,规定 平 几 图 为 欧 拉 赂 . 

判断 一 个 图 (无 向 图 或 有 向 图 ) 是 否 为 欧 拉 图 已 有 人 简单 的 判别 


El 


路 是 不 存在 


E 


法 . 

定理 8.1 设 忆 是 无 向 连通 图 , 则 下 面 三 个 命题 是 等 价 的 : 

G) G 是 欧 拉 图 ; 

D G 中 所 有 顶点 的 度数 都 是 偶数 ， 

D G 是 若干 个 边 不 重 的 圈 的 并 . 

证 明 E C E n Br.m 2838032618]. 

人 一 (2. 若 C 是 半 凡 网 ,结论 显然 成 立 , 所 以 只 考虑 G 是 
非 平凡 图 的 情况 . 因为 G 为 欧 拉 图 ,所 以 存在 欧 拉 回 路 , 因 上 府 必 有 
m2>n. Ë C 为 如 中 一 条 欧 拉 回 路 , 则 C= x, e, n e, E ve 
Up C, =u.) e Ée (res). V G€ V (G) ,vw fE C 中 每 出 现 一 次 就 获 
2Z 度 , 蔡 出 现 ASDI 2k FPE I aG) = 2k, BI = KER 
为 偶数 . 

(2) 一 (3). 对 加 的 边 数 普 作 归纳 法 . 

m=1 时 ,G 必 为 一 个 环 ,因而 结论 成 立 . 

设 mh 和 (k 写 1) 时 结论 成 立 , 下 而 证 明 zx 二 十 1 时 结论 也 成 


MF. 
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H + G BJ 8 848 K 36 ñr PE TR s£ AS3ETE BJ G 中 存在 圈 , 设 C 为 
GE -AAS GGE, UGA ssDNA GGs 


-o GOTERNE A AILE , W) G, 的 边 数 mk, ETUA 
的 度 仍 均 为 偶数 ,由 归纳 假设 可 知 : 
p= ÚC r= ens 


显然 ECONECO =Ø, i=l, 2ed, ist r= l,2,-.s,3fF 
H ECO EGC, = Ara =l, rd 
1.2... d, FE 


G=cCUG'=CUcCU UCD, 
将 所 有 的 圈 重 新 排序 , 令 d-- 1 did, =d, Hl 
G=UcEGCCOnEGCD =Ø ij. 
(3) =>). 对 G 中 的 圈 的 个 数 2 作 归 纳 法 . 

d=1 时 .G 一 C 亚 然 C HG 
CN 中 的 欧 垃 回 器 ,所 以 G 是 欧 拉 图 . 
RAKORDERI E 
KEE 2 — E + 1 时 结论 也 成 


A. 


tti 


设 G= UC EC), 并 
Hit G'E s PENDE GG 
n G,, h G ETAG 为 若 
_/ 于 个 边 不 重 的 圈 的 并 或 为 平 开 图 ， 

图 8.2 如 示意 图 图 8. 2 所 示 , 于 是 GG 可 

AG G, = Uc html2, 

…,s, 由 归纳 假设 可 知 G, 为 欧 拉 图 ,因而 存在 欧 拉 回路 , 设 忆 为 

G, 中 的 欧 拉 回路 ,i 二 1,2,-…,s. 由 G 的 连通 性 可 知 ,C41 与 C 构 

有 公共 顶点 , 设 varv. 为 Cits 与 CC 的 一 个 公共 顶点 ,规定 一 种 走 
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法 :从 Ca KRE TN st EISTE SEA vato Ht, EIT C, 
再 继续 行 遍 , 最 后 回 到 原 出 发 点 ,得 回路 C, 它 经 过 G 中 每 条 边 一 
KH HITA G 的 所 有 顶点 ,因而 C 为 G 中 欧 拉 回路 ,所 以 G 为 欧 
FEL | 
定理 8.1 给 出 了 任何 无 向 图 G 是 否 为 欧 拉 图 的 判别 法 :G 是 
欧 拉 图 当 上 且 仅 当 C 是 连通 的 旦 CG PARMA 

根据 这 个 判别 法 ,立即 可 知 哥 尼斯 堡 七 祷 问题 所 对 应 的 图 《区 
8. GREKE. 

定理 8.2 设 G 是 连通 的 万 向 图 ,G 是 半 欧 拉 图 当 且 仅 当 局 
中 恰 有 两 个 奇 度 硕 点 . 

证 明 必要 性 . 设 G 是 n 阶 mw 条 边 的 半 欧 拉 图 ,由 于 G 是 半 
欧 拉 图 ,因而 G 中 存在 网 拉 通 路 (但 不 是 回路 ). 没 P= o ev 
Uin EnV A G B RRRA o Au Y wvEVCG), 若 vo 不 在 P 
的 始点 ` 终 点 出 现 ,显然 4(v) 为 偶数 ,车 wv 在 端点 出 现 过 ( 即 作为 


廿 或 乙 ,), 则 dtv) 为 奇数 ,因为 P 有 一 个 始点 、-- 个 终点 ,所 以 G 
中 只 有 两 个 奇 度 顶点 . 


充分 性 . 设 G 的 两 个 奇 度 顶 点 分 别 为 uo 和 wo, 对 GG 加 新 边 
Ciasto) El) Gi =G U Corvo) R| G, 是 连通 的 且 无 奇 度数 顶点 ,由 
定理 8. 1 可 知 G, 是 欧 拉 图 ,因而 存在 欧 拉 回 路 C, 显 然 C 一 (un， 
zo) 是 G 中 欧 拉 通路 ,所 以 G 是 半 欧 拉 图 .下 

由 定理 8. 2 可 知 图 8. 1(b) 也 不 是 半 欧 拉 图 ,因为 它 的 4 个 顶 
点 都 是 奇 度数 . 

对 于 有 了 向 图 也 是 否 为 欧 拉 图 有 下 面 定理 . 

定理 8.3 设 也 是 连通 的 有 向 图 , 则 下 面 三 个 命题 是 等 价 的 ; 

《1) D ERAR; 

《2) Y vEV DI dt Cv) =d w); 

D D 为 若干 个 边 不 重 的 有 向 初级 回路 的 并 . 

本 定理 的 证 明 类 似 于 定理 8. 1. 
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定理 8.4 设 也 是 连通 的 有 向 图 ,DD EFKE ARH D 
恰 有 两 个 奇 度 顶 点 ,其 中 的 一 个 入 度 比 出 度 大 1, 另 一 个 的 出 度 比 
入 度 大 1, 而 其 余 项 点 的 入 度 均等 于 出 度 . 

本 定理 的 证 明 留 给 


读者 . 
‘by 


(a) 


= 


1d) 


(c> 
D 
8.3 
WEE 8. 1 一 8. 4, 在 图 8.3 中 容易 判断 , (b),(d) 为 欧 拉 
j 


图 ,(a),(e) 为 半 欧 拉 图 ,而 人 cc),(f 既 不 是 欧 拉 图, 也 不 是 半 欧 
F. 


设 G 为 欧 拉 图 (无 向 的 或 有 向 的 ) ,一 般 说 来 G 中 存在 若干 条 
欧 控 回路. R G 中 的 欧 拉 回路 已 有 了 算法 . 下 面 以 求 尤 向 欧 拉 图 
中 的 欧 拉 回路 为 例 , 介 绍 Fleury 算法 - 

Fleury 算法 : 

(1) ER u EVG, $ Po 一 vos 

(2) 设 P= veme em 已 经 行 迄 , 按 下 面 方法 从 五 (C) 一 
Í[eyea se EJE eva: 

Den v 相关 联 ; 

© 除非 无 别 的 边 可 供 行 遍 ,和 否则 e+: 不 应 该 为 C 一 G te 
ezr set} 中 的 桥 ; 
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D 当 (2) 不 能 再 进行 时 ,算法 停止 . 


下 面 证 明 Fl 


eury 算法 是 正确 药 - 


定理 8.5 设 G 是 无 向 欧 拉 图 , 则 Fleury 算法 终止 时 得 到 的 
简单 通路 是 欧 拉 同 路 . 
证 明 设 算法 终止 时 得 到 的 通路 为 Ps 二 voervies***emvms 也。 
是 简单 通路 是 显然 的 ,下 面 分 别 证 明 Pa 是 回路 ,并 且 经 过 G 中 全 
部 边 (当然 也 就 行 志 了 G 的 全 部 顶点 ). 


(1) 证明 P. 
算法 终止 时 


度 项 点 ,因而 必 有 va =v XR Pan 为 


=0. 
C2) 证明 Po 
用 反 证 法 证 


是 回路 . 
;说 明 Co 


bh 已 无 边 与 vn 关联 ,又 因为 Gd 


PJE 


E 


经 过 G 中 所 有 边 . 
明之 ,假设 回路 P. 不 是 


n| 


路 且 do Coa) =de, lUn) 


欧 拉 


本 


PB o BI leiser, 1 


, 


Em AEG, 下面 来 推 了 矛盾 . 设 Va = (o |o € V (P, Ado >}, 
Va = VOSI NVP). BAR, o,=u, € V... AAD Pa 不 是 欧 


Pi 


拉 


路 ,所 以 下 。 


D. W o, € V. H E fg 


EZ 


eda Go, =o. 
Ha 

奇数 ， 

再 无 其 它 奇 度 顶 


拉 通 路 ,在 此 通路 上 ,ee 
被 删除 ,可 是 de, Co, y> 0, X IE BH fE G, 二 
‘GRRR EH i e EG, H 


em B 
GFr2 21 
中 ,由 G, 的 性 质 


桥 , 丁 是 在 行 遍 过 程 中 的 第 + 十 1 步 犯 了 


j. 因而 Pa 中 必 


在 图 8. 4 所 示 的 欧 拉 图 中 
二 wieivaesvaesvserv1 ,再 往 下 走 注 意 别 走 桥 ,就 可 以 走出 欧 拉 


而 o, 与 =, 必 处 于 G, 的 


F V, Bl do, (w) >> 0, If 


E 欧 拉 图 
sem 均 


点 ,所 以 H, 为 


H 


标 最 大 的 顶点 , 即 w+i， 
de, Gana) =de, (wri) = 


F vo s PEVA HETRE E r 步 时 ,di w) do, Cus) 38] 29 
AMEA H. 中 ;月 H, 中 


而 存在 w 到 o, BJ RK 
为 G, 中 的 桥 ,但 Ge 中 
Pov, 除 关联 e+ 
与 e, HWH e 不 在 Pua 


. 


. 


图 


可 知 e BEET G, 的 


十 


P ,因而 * 不 是 G, pH 


G 中 全 部 边 , 即 Pn 是 


能 不 走 桥 而 走 了 桥 的 错 
G 中 的 欧 拉 回 路 . d 


B KJ vi H 


发 的 欧 拉 回 路 ,如 果 P, 
路 : 
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E] 


Po =uievoyeruae s eruresgeesUserueesozesDyeuyO1- 

设 C 是 无 向 殉 拉 图 G 中 任意 一 
条 简单 回路 , 则 G 一 二 CC 中 各 顶点 度 
数 的 奇偶 性 不 变 , 因 而 若 EGE 
(OAD, N G 一 已 (CC 各 连通 分 支 均 
为 欧 拉 图 ,因而 各 连通 分 支 均 有 欧 拉 
回路 ,可 将 这 些 回路 撑 步 插入 C 中 ， 

ü 形成 G 中 的 欧 拉 回路 , 称 这 种 算法 为 
图 sa 逐步 插入 回路 法 , 设 G E n B 
拉 图 , 求 G 中 欧 拉 回路 的 逐步 插入 回路 法 算法 如 下 : 
Fi 70,0" =v v=w PI. => ,G,=G. 

1 在 G, 中 取 任 - -条 与 v 关 联 的 边 e 二 (www ) 将 ce 及 vw 加 入 了 P， 
中 得 Pr- 

2 若 v' 一 v' , 转 3, 否 则 i<i 十 1;w 二 vw"', 转 1 

3 车 (P41) 一 ECG) ,结束 ,否则 , 邻 Gi 一 G 一 EE(Pit1) ,在 
G+! 中 任 取 一 条 与 Pi+ 中 某 顶 点 w 关联 的 边 e, 先 将 Pt 改写 成 
起 点 (终点 ) 为 的 简单 回路 ,再 敬 w… =o, uu ii l, L. 

逐步 插入 回路 法 的 复杂 度 为 OCm) ,其 中 mm 为 G 的 边 数 - 

在 图 8. 4 所 示 欧 拉 图 中 ,用 逐步 插入 回路 法 求 殉 拉 回路 .车 始 
于 vw 的 回路 Pi 一 wiexviervaesvrervsesveesvrewov1: 则 GG 一 ECLPr) 中 以 
ms vow AMA K K, 中 的 边 均 未 走 到 ,将 P, 写成 
vaesvaexviervsesveesvrelovierva; E G — E CP.) F, X v 再 继续 转 1， 
得 Pi 一 Viervsesviervsesvsecevrewoewzervrervseavz 为 G 中 的 一 条 欧 
拉 回 路 . 

在 本 节 的 最 后 ,讨论 有 向 欧 拉 图 在 计算 机 译 码 方 而 的 应 用 . 

设 有 mm 这 2) 个 字母 ,比如 ayasa t sam; 问 题 是 如 何 将 m° 
个 字母 Gr 个 apm 个 az t mi S am) 放 在 一 个 对 应 m" 个 
BEKARE, EERE RER 位 ( 按 顺 时 针 计 ) 对 应 一 个 长 
为 # 的 符号 串 , 见 图 8. 5 所 示 的 输出 部 分 ,而 圆 盘 每 按 顺 时 针 转 动 
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El 


一 格 ,输出 部 分 就 对 应 一 个 新 的 符号 串 ,转动 - - 周 , 即 转动 m" 次， 


就 得 到 用 mw 个 字母 产生 的 长 度 为 的 mr" 个 各 不 相同 的 符号 串 . 


可 用 构造 有 向 酌 拉 图 的 办 法 解决 以 上 打 题 . 设 S= (aa 


a, HE D— << E> F: 


V= {uaaila ES Kinl), 
E= {amana ES, 1j ah. 
规定 D 中 顶点 与 边 的 关联 关系 如 下 ; 
顶点 ayana, ,引出 zr 条 边 : sai iaryr 一 1 2; pm. 
W aap a FIATA apan a, 
BA D 是 连通 的 , 旦 每 个 顶点 的 入 度 等 于 出 度 ,均等 于 mm, 所 


以 也 是 有 向 欧 拉 图 . 

在 号 中 任意 求 一 条 欧 拉 G 
C, RIRI C— ee," e, NR C rh 
边 的 最 后 一 个 字母 , 按 各 边 在 C 
PUF HRE R EAEE ,就 
可 以 产生 mm" EN n 的 各 不 相同 
的 符号 串 . 

Ja S= {abc} n=2, 0] D= 
<V, E> ĦP,V = {a,b,c}, E= 


RẸ 


laa, ab, ac, ba, bb, Bey cas chce), D iE 8. 6 PCa) E 


8.5 


eaeaeiesereseseses 为 刀 中 -条 欧 拉 回 路 ,取出 C EAA e (t F. 
的 字母 按 顺 序 放 在 贺 盘 上 , 见 图 8. 6 中 Cb) 所 示 . 辐 盘 每 转动 -- 格 ， 
输出 -个 长 为 2 的 符号 串 :如 ,apyaayauscayaecyceycc: zx 

再 取 3 一 10:1):z 一 3, 则 D SV, E >p, V= 100,01,10, 
11}, E'— 4000, 001,-…,111}. D' 如 图 8. 7 P (a) PER, C= 
Coeiezesesereses 为 D' 中 一 条 欧 拉 回路 ,取出 C' 中 各 边 最 后 一 位 上 的 
数字 按 顺 序 放 在 圆 盘 上 , 见 图 8.7 F Gb) ES , D St 5968 3 — kE fü 
出 一 个 长 为 3 的 2 元 码 :010,001,000,.100,110,111,011,10]. 


i 
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Ca) cb) 


58.2 哈密 尔 顿 图 


1859 年 威 兼 .了 输 密 尔 顿 (Willian Hamilton) 提 出 -个 问题 ， 

能 否 在 正 十 一 面体 图 ( 见 图 8. 8 所 示 ) 上 求 一 条 初级 回路 ,使 它 含 

图 中 所 有 顶点 ?他 形象 地 将 每 个 顶点 看 作 个 城市 ,连接 两 顶点 之 

间 的 边 看 作 两 城市 之 间 的 交通 线 . 于 是 哈密 尔 顿 提出 的 问题 就 变 

成 了 如 下 的 问题 :能 否 从 某 个 城市 出 发 , 诬 交 通 线 经 过 每 个 城市 一 
224 . 


次 :最 后 回 到 出 发 点 ? 由 于 
称 为 “周游 世界 问题 ,并 且 作 了 肯定 的 回答 . 按照 图 


编号 行 遍 ,可 得 所 要 求 的 


这 样 的 问题 , 即 能 否 找到 一 条 含 


定义 8.2 


O 经 过 图 中 所 有 顶点 


路 ; 


D 经 过 图 中 所 有 顶点 一 次 且 仅 一 次 的 区 


路 ; 


m 


FF 作 了 这 样 的 解释 ,哈密 尔 顿 将 这 个 问题 
所 给 城市 的 
回路 ,对 于 一 般 的 连通 图 G 也 可 以 提出 
站 所 有 顶点 的 初级 通路 或 是 路 . 


-次 且 仅 一 次 的 通路 称 为 哈密 尔 顿 通 


路 称 为 哈密 尔 顿 园 


(3) 具有 哈密 尔 顿 回路 的 图 称 为 哈密 尔 顿 图 ; 
路 的 图 称 为 半 哈 密 


(4) 具有 哈密 尔 顿 道路 而 不 具 哈 密 尔 顿 回 


PRA. 
平 几 图 是 哈密 尔 顿 图 . 


到 目前 为 小, 还 没有 找到 
个 简明 的 条 件 作为 一 个 图 是 


人 为 哈密 人 尔 顿 图 的 充 要 


+ ft. 


从 这 个 意义 上 ,研究 哈密 尔 顿 
疼 比 研究 欧 拉 图 礁 得 多 .下面 


给 出 一 些 哈密 尔 顿 通路 


:回路 


存在 的 必要 条 件 或 充分 条 件 - 


定理 8- 6 设 无 向 区 


G= 


<V, E> JE u E ZF Bi Ë 
T. V Jt St E Ë E 
有 


AX 
V, 3J 


pG- VDSV]. 
其 中 ,4G- 一 TD 为 C 一 Vi 的 连通 分 支 数 . 


证 明 没 C 为 G 中 任意 -条 险 密 尔 顿 区 


BV 


顶点 在 


C 中 均 不 相 邻 时 ,pCC 一 V1) 一 |Vi1 最 大 ,其 余 情 况 下 均 有 4C 一 
VOLI LAA ApC VDSI. T C Æ G ARTE, 
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以 :pP(G 一 DPC 一 DT l 

推论 ” 设 无 向 图 G 一 一 广 , 匹 > 是 半 险 密 尔 顿 图 , 则 对 于 V 的 
任何 非 空 真子 集 V. 均 有 
PCG—VODSC|V +1 1 
证 明 设 已 为 起 于 x 终于 ”的 G 中 的 一 条 哈密 尔 顿 通路 , e 
Ci=GU(Cee)( 在 G 中 xu 之 间 加 一 条 新 边 ) , 易 知 G, 是 哈密 尔 
顿 图 ,由 定理 8.6 A, pG- VOS V | , if 

PLG—V) 
A | 

定理 8. 6 中 的 条 件 是 图 为 哈密 尔 顿 图 的 必要 条 件 , 但 不 是 充 
分 条 件 , 有 的 图 ,比如 彼得 森 图 (图 7. 6Cd) 所 示 ) ,满足 定理 8. 6 中 
的 条 件 , 但 它 不 是 哈密 尔 顿 图 . 彼得 森 图 中 存在 哈密 尔 顿 通路 ,所 
以 它 是 半 哈 密 尔 顿 图 . 

当然 ,车 某 图 G 不 满足 定理 8. 6 中 的 条 件 , 则 它 一 定 不 是 险 
密 尔 顿 图 . 图 8. 9 所 示 的 图 是 半 蛤 密 尔 顿 图 ,但 不 是 哈密 尔 顿 图 ， 
He V i= 11,2,3,4,5), M] p(G—V,)=6>|V,|=5,F E 8. 6 可 
知 它 不 是 哈密 尔 顿 图 . 其 实 , 图 8. 9 pF;R Ë 3 — BE B. 由 定理 8. 6 
立刻 可 知 , 若 G= <V, V ,五 六 为 二 部 图 上 且 为 哈密 尔 顿 图 , 则 必 有 
IV, |= IV L] m E] 8. 9 所 示 二 部 图 是 不 满足 这 个 必要 条 件 的 . 
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下 而 给 出 一 些 图 G 具有 哈密 尔 顿 回路 或 通路 的 一 些 充分 茶 


定理 8.7 设 G 是 nw 实 2) 阶 无 向 简单 图 ,车 对 于 G 中 任意 

不 相 邻 的 项 点 wmm* 均 有 
` dw +dlo nl, Ca) 
则 G 中 存在 哈密 尔 顿 通 路 . 

证 明 首先 证 明 G 是 连通 的 . 否则 ,G 至 少 有 两 个 连通 分 支 ， 
设 G, ,G; 是 顶点 数 分别 为 mm M nonl mD EE i o, 
EVG) ,v2EV(G,), 由 于 G 是 简单 图 ,所 以 

delo) tdelv) =do r) +de, Cv) Lm 1 +r — 1 

= Hn 2n 2, 

这 与 定理 中 的 条 件 (* ?是 矛盾 的 ,所 以 G 是 连通 的 . 

下 面 证 明 G 中 存在 哈密 尔 顿 通 路 . 

设 工 一 ztoau 为 G 中 用 “扩大 路 径 法 ?得 到 的 “ 极 大 路 径 ”， 
即 开 的 始点 与 终点 wi 不 与 荆 外 的 顶点 相 邻 ,显然 /入 . 

D 车 1 一 x, 则 械 为 G 中 经 过 所 有 顶点 的 路 径 , 即 为 哈密 尔 
顿 通路 . 

(2) # <a, BL BB G 中 还 有 在 工 外 的 顶点 ,但 此 时 可 以 证 明 
存在 经 过 六 上 所 有 项 点 的 圈 , 证 明 如 下 : 

D EEPE o, 与 世相 邻 , 则 o 12, um 为 过 和 上 所 有 顶点 
的 圈 . 

EET Ev 与 w 不 相 邻 ,用 定理 中 的 条 件 C* ) 来 寻找 圈 ， 
Er E.B o 5 o, =u, D, ov BE CE 必 大 于 等 于 2; 否则， 
ZG) + 0) 所 1 十 [一 2 一 /一 1<<n 一 1 ,此 时 也 必 与 wow 
v RH $B R SK mw -iu 至少 之 一 相 邻 (否则 ,do Hd 
WOSA 2 e DD =1—1=<n—i). R > 与 OKOA 
邻 , 见 图 8. 10(a) 所 示 . 删除 边 (w-1,w), 得 回路 Cou 


VOL UU 


Ca) tb) 
8.10 
C3) 证 明 存 在 比 工 更 长 的 路 径 . 


3 <a EA V (G)—V ODE C 外 还 有 GG 中 顶点 .由 
于 G 的 连通 性 ,所 以 存在 C 外 的 顶点 与 C 上 顶点 相 邻 ,不 妨 设 
u € V(G)—V(C)R. wn 与 C 上 顶点 wv WW, Wq 8.10(b) 所 
示 , 删 除 边 Cu so) 得 路 径 oono Oro, OO o 13 T". 显 
KDP K 1.B PLA + 1 ARA. 对 此 路 径 上 的 顶点 重新 排 
序 , 记 为 


T” Suor tuU. 
对 TEAD- OG 中 哈密 尔 顿 通路 或 比 T" W 1S BJ PEB 
4. T G 为 有 限 图 ,在 有 限 步 内 一 定 得 G 中 的 哈密 尔 顿 通路 . 
l 


推论 1 设 G 为 nz 六 3) 阶 无 向 简单 图 , 若 对 于 G 中 任意 不 

相 邻 的 顶点 z. o, tA 
divi) d (u n . (* *) 

WG PAARE ZS ËB 8] P8 , AT C; 23 88 8 e. 

证 明 由 定理 8.7 知 G 是 连通 的 且 G 中 存在 哈密 尔 顿 道路 ， 
设 =u, u, "u, 38 G 中 -条 哈密 尔 顿 通路 - 

# ww 与 台 相 邻 , 则 C 一 poorasm 为 中 哈密 尔 顿 回路 . 否 
则 ,利用 Cx x ) 同 定理 8.7 的 证 明 类 似 , 在 在 过 oo, o, KI 
HEA G Pre AAE. 1 

推论 2 iG J z Cn 3) r 26 e 8 së Es , +ç xf 1 TE S I 
VEVO IK 2CG6)2>-, WJ G 为 哈密 尔 顿 图 . 


E] 
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利用 推 沦 1 ,推论 2 得 证 . 

定理 8.8 uw 为 无 向 n 阶 简单 图 G 中 的 黄 个 不 相 邻 的 顶 
AH PUOHO, W] G 为 哈密 尔 顿 图 当 生 仅 当 GU (uo) 为 
哈密 尔 顿 图 . 

本 定理 的 证 明 留 给 读者 . 

定理 8.9 设 也 为 n(n 之 2) 阶 竞赛 图 , 则 成 具有 了 哈密 尔 顿 通 


证 明 对 做 归纳 法 . 

n=2 hF, D 的 基 图 为 K: TA D 中 存在 瞪 密 尔 顿 通路 ， 

设 ”一 & 时 结论 成 立 , 下 面 证 明 = 一 上 十 1 时 结论 也 成 立 , 设 D 
为 & 十 1 阶 竞赛 阁 , 设 VCD) = {mv usual S D. = D— 
va M D, 为 上 阶 竞赛 图 ,由 归纳 假设 可 知 D, 中 存在 哈密 尔 顿 通 
路 , 设 P, =w'uz u A D. 中 一 条 哈密 尔 帧 道路 ,上面 证 时 在 D 
中 w+ 可 扩展 到 P, 中 去 . ETE u (Sra), f<. > € E 
CD2.:=1,2,---,r— 1, Kvv >EEN), M.E 8.11(a) 所 示 ， 
则 wv o e", wipo ors 为 D rh BS 08 88 $C Bs. 否则 必 有 一 
vmn SE E(D),i=1,2,--- ,大雪 图 8. LOAR MJ otor o 
29 D pRa E. 1 


Daa 


tb) 


图 8.11 


E 
= 
= 


推论 RD Na BU EJE 25 D E n MEREEN 
D 中 具有 险 密 尔 顿 通路 . 
定理 8.10 ” 瘟 连 通 的 竞赛 图 为 哈密 尔 顿 图 . 
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证 明 # DETALE, EERE. € D > 2 阶 竞 赛 图 , 刀 
A P| AEIR ER BS , E i F ER n2>3 的 ” 阶 强 连 通 竞 赛 图 进行 
讨论 . 

(1) 证 也 中 存在 长 度 为 3 的 圈 - 

设 v 为 中 任 一 顶点 , 令 

T# w) = (u| <mo > € ECD)Y,Ur5 (o|) == (to | <<u,u > € E 

OD), 

H D HREBENI A, Pñ Goo) = Z E. Tp Go.) == @ , hl FL Th Cos) Ü 
T5 Cwo) 二 VCD) 一 {vo}- EE GT D BJ 398 E 8 PET) S, GTE =" € 
Pš Coo) sv € Pp wo), IE <u so D> EED), T Es voo A D 
PREH 3 的 图 , 见 图 8. 120R. 

(2) ED 中 存在 长 度 为 &(3<A<e) 的 圈 , 则 必 存 在 长 度 为 上 
十 的 圈 . 
设 C 为 局 中 -- 个 长 度 为 (3 所 kn) 的 图 ,又 分 下 面 两 种 情况 


讨论 ， 
D EFEC 外 顶点 w* 既 有 C 上 的 项 点 邻接 到 ,又 有 C 上 的 
顶点 邻接 于 =, 则 在 C 上 EFETUA v: <v EED) 


B<, > EED), MA 8. 120P, M] C Sov u 007, 
和 zam 为 局 中 长 度 为 十 1 的 圈 . 
D 硅 则 ,C 外 的 任何 顶点 vw, 或 者 邻接 到 C 上 的 所 有 顶点 ,或 

者 邻接 于 C 上 的 所 有 顶点 ,于 是 吕 令 

Vis |o EO Av BF EC EKARA. 

V= vlv E(C) Av BRE C 上 的 所 有 顶点}， 
BAV AD, VAH VNV =Ø. rH D REA S , ATTE 
VE Vw EV 使 得 <v',v">EECD), 在 C 上 任 取 3 个 相 邻 的 项 
A PIRN vvv WMA ust D> o u DS <<", u D> € E 
(D) TE C EWJER< su > s ornu RRA JEES s < 
u, 972 Loon 3 RA, LE 8. 1200 ÉR MJ C Soro ov 
nv 为 长 为 上 1 的 图- 
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LTE Coa) Tp too) 
Ca) 


图 8.12 
由 (1),(2) 可 知 ,D 中 必 存 在 长 为 的 圈 , 即 为 D 中 验 密 尔 顿 


回路 ,所 以 D 是 哈密 尔 顿 图 f 

推论 iD Enr MARRE D HA n BRERA 
为 子 图 , 则 也 是 哈密 尔 顿 图 . 

对 于 完全 图 K, 来 说 , 除 K, 不 是 哈密 尔 顿 图 之 外 ,其 余 的 部 
是 险 密 尔 顿 图 . 设 C, ,C, 均 为 图 G 的 哈密 尔 顿 回路 ,车 ECC) YE 
cC; = Z, WJPk C, 与 Cs 是 边 不 重 的 哈密 尔 顿 图 回路 .KK.x 宇 3) 中 
含 多 少 条 边 不 重 的 哈密 尔 顿 回路 呢 ? 下 面 定理 及 其 推论 回答 这 个 
问题 . 
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定理 8. 11 完全 图 Ka  (k221)rh r k RLT ERR 
EHH £ S 533 Bn ERRA 天 xi 中 的 全 部 边 . 

证 明 E K. É 22 1 顶点 连续 地 标注 上 v svert u> 
vasis 即 顶点 的 菠 标 集 为 Sa 一 (1.2.…,2 十 1). 然 后, 求 出 
Kaot t AEX 2k —1 的 路 径 , 第 i 条 路 径 的 第 7 个 顶点 的 下 标 
hioo + |: 

P,= uo, 0, 10 Thye UU 
i 二 1,2,…,k- 再 将 ,各 顶点 的 下 角 标 按 mod (OORE Sari P 
的 元 素 ,0 转换 成 2k, 令 

C, = oa UU DU Da 
i=1,2,. 1k. 

可 以 证 明 CCG 一 1,2 ,的 为 天 zi 中 的 哈密 尔 顿 回路 ,月 


ECGCCODECO= Git ,DECITEKu D. I 
8. 13 中 给 出 了 天， 的 3 条 边 不 重 的 哈密 尔 顿 四 路 . 
推论 K,G22) FE £ —1 条 边 不 重 的 哈密 尔 顿 回路 ,从 Kz 
中 删除 这 & 一 1 条 哈密 尔 顿 回路 上 的 所 有 边 后 所 得 图 含 闪 条 彼此 
不 相 邻 的 边 . 
证 明 一 2 时 ,K, 中 存在 一 条 哈密 尔 顿 回路 和 两 条 彼此 不 
相 邻 的 边 是 显然 的 .下面 就 之 3 时 进行 证 明 , 由 定义 7. 16 联 图 的 
定义 可 知 


KK, tK Hp k =k l. 
设 Ka n PTL A mov vwy) 5 oro va Ra 中 项 
点 集 为 {wax}. 由 定理 8. 11 可 知 ,天 x+ 中 存在 如 一 和 一 1 条 边 不 重 
的 哈密 尔 顿 回路 B C'i Caen C'e 
Jü e = Goa oa) EECH oar or) A (wu Via ts 
A 


C= (C; C0 oa DUA Wwa! vo) Waes Dha 
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8.13 
i= 2 vuk M| C, q Kat B Ba E 538 E H CC Ce AE 
TETEH- 
ASMA V — (Cth Un o Dz Di Vea = {Uze 11} = (vait 
MUD Coia svia) s Con sth) et a Wa, Viy Do Gn sva AEAEE C, 
r, HEERA. 1 


图 8.14 所 示 的 图 为 将 KK。 表示 成 K+K, 的 形式 . 
Ci 一 wapipzpatst Cal = VVIU U 
为 K, 中 的 两 条 边 不 重 的 哈密 尔 顿 回路 .市 
C, =¿<CG,' ww OU (Gor sw) s Cues za) ) 
SUUTU TUU) + ` 
Ce 一 (Ce Cez sws )) U [ Cu Ua) s Cu sus) ) 
一 zazeusrstamtn3 
为 天 ,中 酚 条 边 不 重 的 哈密 尔 顿 回路 , H Con v), Co us). (usus) 
不 在 C, 和 C, 中 , 昌 它 他 彼此 不 相 邻 - 
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1. 设 G 为 n(x 之 2) 阶 欧 拉 图 ,证 明 G 是 2- 边 连通 图 . 

2 设 G 为 无 向 连通 图 ,证 明 :G 为 欧 拉 图 当 旦 仪 当 的 每 个 块 是 欧 拉 
B. 

3. W G By 22 (2214 t FE Tit AREA Ed EH G PHE k RAT 
重 的 简单 通路 P. P... Po ER 

EO = UEP» 

4, 设 G 为 欧 拉 图 ,mwEkG), 若 从 vo 开始 行 中 ,无论 行 遍 到 那个 顶点 。 
只 要 未 行 遍 过 的 边 就 可 以 行 遍 , 最 后 行 遍 所 有 边 回 到 vw, 即 得 局 中 一 条 菊 拉 
回路 , 则 称 z, 是 可 以 任意 行 遍 的 .证 明 :z。 是 可 以 任意 行 这 的 当 且 仅 当 G6 一 
Vo PAE. 

5， 如 何 将 16 个 二 进 制 数字 (8 个 0.8 个 1) 排 成 一 个 圆 形 ,使 得 16 个 长 
为 4 的 二 进 制 数 在 其 中 各 出 现 且 仅 出 现 一 次 ? 

6. 如 何 将 9 个 a.9 个 ,9 个 7 排 成 贺 形 ,使 得 由 a,8,7 产 生 的 27 个 长 
为 3 的 符号 串 在 其 中 均 出 现 且 妈 出 现 一 次 ? 

7. 证明 图 8.15 中 所 示 的 两 个 图 均 不 是 哈密 尔 顿 两 . 

8. 证 明 彼得 森 图 不 是 哈密 尔 顿 图 . 

9. Ë G Hn MEKAR A m= + Do 2) 2. 证明 G 为 哈 


密 尔 顿 图 . 再 举例 说 明 , 当 一 二 ce 一 DC 一 2 二 1 时 ,G 不 一 定 为 哈密 尔 顿 
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(a) (b; 
图 8.15 
图 

10. E G 为 无 向 连通 转 ,C 为 C 中 一 条 初级 回路 ( 圈 ), 若 删除 C 上 任何 
一 条 边 后 ,C 上 剩 下 边 的 导出 子 图 均 为 6 中 最 长 的 路 径 ,证 明 C 为 G 中 哈密 
尔 顿 回路 ,从 南 G 为 哈密 尔 顿 图 . : 

ll. EA abede tig 七 个 人 中 ,会 讲 英语 ;b 会 讲 英语 和 汉语 ;c 会 
讲 英语 .意大利 语 和 俄语 ;d 会 讲 汉语 和 日 语 ;e 会 讲 意大利 语 和 德语 ;1 会 讲 
俄语 .日 语 和 法 语 :gz 会 讲 德语 和 法 语 , 能 否 将 他 们 的 席位 安排 在 圆桌 旁 ,使 
得 每 个 人 都 能 与 他 身边 的 人 交谈 ? 

12. 今 有 2k(& 之 2) 个 人 去 完成 项 任务 .已 知 每 个 人 均 能 与 另外 (2 一 
1) 个 人 中 的 大 个 人 中 的 竹 何 一 个 人 组 戒 小 组 5 每 组 两 个 人 ) 去 完成 他 们 共同 
熟悉 的 任务 - 问 这 22 个 人 能 否 分 成 上 组 (每 组 两 个 人 ) ,每 组 完成 一 项 他 们 共 
同 熟 悉 的 任务 ? 

13. 今 有 nn 个 人 ,已 知 他 们 中 的 任何 二 人 合 起 来 认识 其 余 的 4 一 2 人 , 试 
证 明 : 当 m 之 3 时 ,这 = 个 人 能 排 成 一 列 , 使 得 中 间 任 何人 都 认识 两 旁 的 人 ,而 
两 头 的 人 认识 左边 (成 右边 ) 的 人 .而 当 二 4 时 ,这 个 人 能 排 成 一 个 圆 图 ， 
使 得 每 个 人 都 认识 两 旁 的 人 . 

14. 在 四 分 之 一 国际 象棋 棋盘 (4X4 黑白 格 棋 盘 > 上 吡 马 ,使 马 经 过 每 个 
格 一 次 且 仅 一 次 ,最 后 回 到 出 发 点 能 否 办 到 ? 为 什么 ? 

15. 在 国际 象棋 棋盘 上 跳马 ,要 求 同 第 14 题 ,能 办 到 吗 ? 

16. 完成 定理 8, 8 的 证 明 : 

17. 在 定理 8.11 的 证 明 中 , 试 证 明 C, 均 为 天 si 中 的 哈密 尔 顿 回路 , 且 
ECNE =Ø Gs j). 
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FIE P 


树 是 图 论 中 重要 的 内 容 , 在 图 论 的 历史 上 , 树 的 概念 曾 由 不 同 
的 科学 家 独立 地 建立 过 ,最 后 由 数学 家 约 当 (Jordan) 给 出 丁 准确 

在 本 章 开 始 讨论 之 前 , 先 做 一 个 规定 , 即 本 章 中 所 讲 辐 路 均 指 
初级 阿 路 ( 圈 ) 或 简单 回路 ,而 不 含 复杂 回路 - 


39.1 无 向 树 的 定义 及 性 质 


定义 9.1 连通 无 回路 (这 里 的 回路 指 初级 或 简单 的 ,本 章 内 
不 再 对 此 进行 说 明 ) 的 无 向 图 称 为 无 向 树 , 常 用 T 表示 树 . 若 无 向 
Ë] G 至 少 有 两 个 连通 分 支 量 每 个 连通 分 支 都 是 树 , 则 称 G 为 森 
林 . 平凡 图 称 为 平凡 树 - 

设 了 一 <Y ,五 盖 为 一 哥 雹 向 树 ,Y me, 若 do) 一 1], 则 称 = 
为 了 的 树叶 , 若 d(v) 宇 2, 则 称 vw 为 了 的 分 支点 - 苦 工 为 平凡 树 ， 


无 向 树 荆 有 许多 性 质 , 这 些 性 质 中 有 些 既 是 树 的 必 虹 条 件 ， 
又 是 充分 条 件 , 因 而 可 看 成 树 的 等 价 定义 - 

定理 9.1 iZ G—<V,ED> 2 n 阶 mm 条 边 的 无 向 图 , 则 下 而 
各 命题 是 等 价 的 : 

G) G 是 树 ( 连 通 无 回路 ); 

C2) G 中 任 二 顶点 之 间 存 在 唯一 的 … 条 路 径 ; 

(3) G 中 没有 圈 , 且 加 一 2 一 1; 

(4) G 是 连通 的 , 且 m=n— l; 

C5) G 是 连通 的 , 且 G 中 任何 边 均 为 桥 ; 
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《6) G PRAE, E G 中 任 二 不 同 项 点 wwv 之 间 增 深 边 (ze , 
v) ,所 得 图 含 叭 - -的 一 个 轿 . 

证 明 “1) 一 (2). 

由 的 连通 性 可 知 ,¥Y v,vEV ,uyv 之 间 存 在 通路 , 设 P 为 
wv 之 间 的 一 条 通路 ,车 P, 不 是 路 径 , 则 G 中 必 有 回路 ,这 与 G 
中 无 回路 矛盾 ,所 以 P, ARR, LE P, 不 是 ww 之 间 唯 一 的 路 
径 , 设 P: 是 u,v 之 间 不 同 于 P, 的 又 一 条 路 径 , 则 必 存 在 边 er 一 
won RE P, 上 或 只 在 P, E, 3838 e' E Ps 上 ,车 还 有 与 ev 
相 邻 的 边 e E P, 上 ,而 不 在 P, 上 ,得 通路 e er (或 ee DHE P; 
上 ,不 在 P! 上 ,继续 这 一 过 程 ,最 后 得 er' 二 (vw wv ) 只 在 P. E, 
erer mer 记 为 P(r,y) 为 只 在 了 :上 而 不 在 P, 上 的 通路 , 且 v: 与 
vy JE P, 与 Ps 的 公共 顶点 , 则 PCz,3) 并 上 Pl 上 ws 与 vv, 之 间 的 
一 段 路 径 得 图 G 中 一 条 回路 ,这 与 G 中 无 回路 矛盾 ,于 是 wo 之 
间 的 路 径 是 唯 - -的 . 

(2)=> (3). 

首先 证 明 G 中 没有 圈 , 若 G 中 存在 关联 顶点 的 环 , 则 vz 到 v 
存在 两 条 路 径 , 长度 分 别 为 0 和 1, 这 与 已 知 条 件 矛 盾 . 若 G 中 存 
在 长 度 大 于 等 于 2 的 图 , 则 圈 上 任何 二 不 同 顶 点 之 闻 均 存在 两 条 
不 同 路 径 ,这 与 已 知 条 件 矛 盾 . 

下 面 用 归纳 法 证 明王 一 ”一 1. 

2 一 1 时 ,因为 G PEE, EST m= 0, Jm Ç 为 平凡 图 , 故 结论 
为 真 . 

设 nL SDA ER H > 一 上 二 1, 此 时 G 至 少 有 一 条 
边 , 设 <= Ce,o) 为 如 中 一 条 按 , 则 G— e 必 有 两 个 连通 分 支 G. , G, 
(否则 G— < rh u 2) z 还 有 通路 ,因而 G 中 会 过 u,v 的 回路 ,导致 避 
HAED. E nom 分 别 为 G, 中 的 顶点 数 和 边 数 , 则 a cE i — 1.2. 
由 归纳 假设 知 m, =n — 1, FÆ m=m m +1—m+m +1—2 
n—1. 

(3)=> (4). 


El 
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只 要 证 明 G 是 连通 的 . 采用 上 反 证 法 . 否则 设 G 有 sG2>2)4- E 
通 分 支 G11G4，… ,GoG; 中 均 无 圈 , 因 而 G, 均 连 遂 无 回路 、 即 它 
们 都 是 树 . Ea OSS GORA m =n; — 1Gm,,n, 分 别 为 G, 的 边 
数 和 顶点 数 ,i 二 1,2,…，,s), 于 是 


(4)=5). 
只 要 证 明 G 中 每 条 边 均 为 桥 ,任意 的 边 eE€E(G), 均 有 
IECG~e)| 二 n 一 1 一 1 一 n 一 2. 由 习题 七 中 26 题 可 知 ,G 一 e 不 连 


通 , 故 e 为 桥 - 

《5)=> (6). 

由 于 G 中 每 条 边 均 为 桥 ,因而 G 中 不 可 能 含 圈 , 又 因为 G 连 
通 , 所 以 G 为 树 , 由 (1) 一 (2) 可 知 ,Y x,vEV, 且 ww 关 vv, 则 wv 之 
间 存 在 唯一 的 一 条 路 径 P ov) M Peen) U Guy A GU G, 
v) nf —- BJ E. 

(6)=> (1). 

只 要 证 明 G 是 连通 的 . 由 于 Y aus € V, uv, ev) UG 产生 
礁 - 一 的 医 C, 则 C 一 (u,v) 为 «到 %v 的 通路 ,因而 wv 连通 ,由 ,vw 
的 任意 性 可 知 ,G 是 连通 的 . 1 

定理 9.2 设 了 是 ” 阶 非 平凡 的 无 向 树 , 则 了 至少 有 两 片 树 


叶 . 
证 明 TA x HH, H manl 及 握手 定理 可 知 
2m=2n—2= 2, dw) >rt 2n r) 
nén 
>z 宇 2. |l 


记 n(n 闫 1) 阶 非 同 构 的 无 向 树 的 村 数 为 ,对 于 给 定 的 ,已 

能 计算 出 4. 的 值 - 表 9.1 给 出 了 一 些 n 的 值 ,但 要 想 将 i BRAE 

同 构 的 椅 均 画 出 来 ,不 是 一 件 易 事 ,对 于 较 小 的 %, 用 无 向 树 的 性 
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质 及 握手 定理 可 以 将 i 棵 非 同 构 的 树 画 出 来 . 
例如 ,na 一 8 时 , 边 数 m 一 7; 由 握手 定理 可 知 
表 9.1 
n 1 2 3 4 5 6 7 8 
A 1 1 1 2 3 6 11 23 
n 9 10 11 12 13 14 15 16 
ta 47 | 166 | 235 | 551 | 1301 | 3159 | 7741 | 19320 
n 20 23 26 
tu 823065 14828074 279793450 
8 阶 无 向 树 各 顶点 度数 之 和 为 14, 这 14 度 分 配给 8 个 顶点 ,上 且 每 
个 顶点 度数 必 大 于 等 于 1, 均 小 于 等 于 7, 于 是 可 给 出 度数 分 配方 
案 如 下 : 
Q1 1111117 
‘D1 1111126 
@1 1 1 11135 
1 1 3 111 44 
G)1 1111225 
(6 1 11123 4 
(1 1111333 
(BI1 1112233 
@1 111222 4 
Go 1122223 
aD 12222 2 2 


不 同方 案 生成 的 无 向 树 当然 是 非 同 构 的 ,要 注意 的 是 同一 个 方案 
可 以 生成 非 同 构 的 树 . 方案 (1),(2),(3),(4)，(7),(11) 各 生成 一 
标 非 同 构 的 树 ,(5) 生 成 2 棵 非 同 构 的 无 向 树 ,(6),(9) 各 生成 3 村 


JERR GOE 4 标 非 同 构 的 无 向 树 ,C8》 3 


E 成 5 标 非 同 构 


的 无 向 树 ,方案 (10) 生 成 的 4 棵 非 同 构 的 树 为 图 9. 1(a) 所 示 , C8) 
生成 的 5 棵 非 同 构 的 树 为 图 9. 1(b) 所 示 . 8 阶 非 同 构 无 向 树 共 有 
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23 棵 - 


| EEFE 


Cby 
图 9.1 

常 将 1 个 分 支点 带 着 一 1 片 树叶 的 阶 无 向 树 称 为 Er E: 

形 图 ,其 分 支点 称 为 星 心 . 常用 S. 表示 n 阶 星 形 图 . 


3839.2 生成 树 


定义 9.2 设 了 是 无 向 图 G 的 子 图 且 为 树 , 则 称 工 为 G 的 
树 , 若 工 是 G 的 生成 子 图 并 且 为 树 , 则 称 工 为 G 的 生成 树 .对 任 
意 的 边 ¿€ ECG),#r e€ ECT) MP e 为 了 的 树枝 ,否则 称 。 为 了 
的 弦 ,并 称 GLEO- ET) ]A T ARH it T. 

在 以 上 定义 中 EETA EEH. 

定理 9.3 无 向 图 G 具有 生成 树 当 且 仅 当 G 是 连通 的 . 

证 明 必要 性 显然 . 下 面 证 明 充 分 性 . 

车 G 中 无 圈 , 则 G 为 树 ,当然 G 为 自己 的 生成 树 : 若 G 中 全 
圈 , 任 取 一 个 轿 C, 随 便 删除 C 上 任何 一 条 边 , 所 得 图 仍然 是 连通 
的 ,继续 这 一 过 程 .直到 最 后 得 到 的 图 无 圈 为 止 , 设 最 后 的 图 为 了 ， 
则 工 是 连通 的 元 圈 且 是 G 的 生成 子 图 ,所 以 了 是 台 的 生成 树 . 
1 


由 本 定理 不 难得 到 下 面 两 个 推论 . 
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推论 1 EE G 为 阶 m 条 边 的 无 问 连 通 图 , 则 menl. 

推论 2 ET E n Bt m ADARRERA G 的 一 棵 生成 树 ， 
则 工 的 余 树 工 中 含 mw 一 4 十 1 条 边 . 

推论 3 设 了 是 连通 图 G 中 一 棵 生成 树 ,了 为 了 的 余 树 ,C 
为 口中 任意 -“ 圈 , 则 ECT)NE(C) 了 2. 

定理 9.4 设 了 是 无 向 连通 图 C 中 的 一 - 棵 生成 树 ,e 为 了 的 
任意 一 条 蓄 , 则 TUe 中 含 G 的 只 含 一 条 弦 其 余 边 均 为 树 校 的 圈 ， 
而 且 不 同 的 弦 对 应 的 圈 是 不 同 的 ， 

证 明 设 e= sv), AEM 9.1 可 知 ,za 之 间 存 在 唯一 的 路 
£ Plu T HU Pd Ue WG RRAZ e 其 余 边 均 为 树 
枝 的 图 . 显然 当 eres 为 不 同 的 纺 时 ,es 不 在 e 对 应 的 圈 C. Foer 
不 在 es 对 应 的 图 C, dF. 1 

[69.1] 设 G 为 无 向 连通 图 G 的 无 圈子 图 , 则 G 中 存在 生 
RAT 含 C 中 所 有 边 . 

证 明 G 为 树 结论 显然 成 立 . 若 G 不 是 树 , 则 G 中 必 含 圈 ， 
设 C, 为 如 中国 , 则 必 存 在 边 eiE 五 (CC D Ae EC) F G, =G— 
le). $ G 还 存在 图 Cz, 必 还 存在 边 e, € EC) Ae E(G') ,再 令 
G,=G,— ler} 一 G 一 {e1962) ,继续 这 一 过程 ,直到 GSG lere» 
…,ei) 无 轿 为 止 , 易 知 Gs 是 G 的 生成 子 图 ,无 轿 并 且 连 到 ,又 含 人 
中 所 有 边 , 则 G 为 所 求 的 生成 树 T. 

定义 9.3 UE T E x É m E3B 6926151238 G 的 一 标 生 成 树 ， 
Welser i e, mh 为 T 的 弦 , 设 C, 是 工 添加 er 产生 的 G 中 内 
合 吏 6.' 其 余 边 均 为 树枝 的 圈 , 称 C, 为 G 对 应 T 了 的 弦 er 的 基本 回 
路 或 基本 圈 ,7 = 二 1,2,…,m 一 x 十 1， 并 称 {C1,Czy**sCom-nt1} 为 G 
对 应 工 的 基本 回路 系统 , 称 :m 一 n 十 1 为 G 的 圈 秩 , 记 作 £ (GD. 

由 定义 不 难看 出 ,n t m 条 边 的 无 向 连通 图 的 不 同 的 生成 树 
对 应 的 基本 回路 系统 可 能 不 同 ,但 基本 回路 系统 中 的 元 素 个 数 均 
H G HAE 6 (G>. 

定理 9.5 设 代 是 连通 图 G 的 一 梨 生 成 树 ,e 为 了 的 一 条 树 
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枝 , 则 G 中 存在 只 含 树枝 ,其余 元 素 均 为 弦 的 割 集 . 设 cye: 是 了 
的 木 同 药 树枝 , 则 它们 对 应 的 只 含 一 条 树枝 的 割 集 是 不 同 的 . 
证 明 由 定理 9.1 知道 ,e 为 了 的 桥 ,因而 了 一 有 两 个 连通 
分 支 , 设 为 了 MT S 
S= tele€ E (G) B. e HATARA T VTOM V CT.) 
显然 e€ S., HÉR e 外 S. 中 元 素 全 是 缠 , 并 且 5. 是 G 的 割 集 , 直 构 
造 可 知 ,车 erre: 是 不 同 的 树枝 ,它们 对 应 的 制 集 S. 5 S- 不 同 . 
' 


定义 94 设 工 是 = 阶 连通 图 G 的 一 棵 生成 树 ,e ,es'，…。 
ee-! 为 工 的 树枝 ,S B: G BJ H r 5 Fk er AR, W| Pk S, 为 G 的 对 
应 生成 树 了 由 树枝 e PERERA, — 1.2, n 1, PK 
1S..S., Saa) H G Ap T ERRERA PK n —1 为 G 的 割 
和 集 秩 , 记 为 7(G). 

由 定义 不 难看 出 ,连通 图 G 的 不 辣 的 生成 树 对 应 的 基本 制 集 
系统 可 能 不 同 , 但 基本 制 集 中 的 元 素 个 数 均 为 34C)- 

【 例 9.2] 无 向 图 G 如 图 9. 2 所 示 . 图 中 实 线 边 所 东 的 子 图 
为 G 的 一 棵 生成 树 工 , 求 G 对 应 了 的 基本 回路 系统 和 基本 制 集 系 
统 . 


图 9 2 
解 了 有 4 条 弦 , 因 而 有 4 个 基本 回路 ， 


C,—dcb,C,= fcai,C,= gebai ,C,—heba , ERE 88 Z 56 382 
{Ca Cts CaCa). 
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T 


基 


无 
设 


是 


有 5 条 树枝 ,因而 有 5 个 基本 制 集 : 
S= {csd f} Se= {bd gh} S= {ah,g,f}, 
Se= legh} S5 G g D. 

本 割 集 系统 为 


1S..S,.S..S..S.). 
下 面 讨论 标定 的 无 向 图 中 生成 树 的 个 数 . 设 G= <Y ESA 
向 连通 图 ,六 二 osvo tV) B G 是 顶点 标定 烦 序 的 标定 图 ， 
ToT: 是 0 的 两 棵 生成 树 , 若 CT) 关 ECT2), 则 认为 工 ! 与 Ts 
G 的 不 同 的 生成 树 , 在 此 种 意义 之 下 ,记忆 的 生成 树 的 个 数 为 


(G). 


定理 9.6 É G= <V. E> 8 n KE EBREA V= io, 


was 6.1), UIT G WERE e HA rG = rG e) +r 


(Ge). 


ZEVER. 


证 明 Yeer, GHEE- RERA TT A e RRA e 


O) Ç PERS e 的 生成 树 与 G— e 中 的 生成 树 是 一 “对 应 的 ，. 


而 r(G 一 “) 为 G PRE e 的 生成 树 的 个 数 . 
(2) G 中 会 。 的 生成 树 与 Ge 中 生成 钢 是 一 一 对 应 的 ,所 以 


r《G\e) 为 G 中 合 。 的 生成 树 的 个 数 , 所 以 


r(G)=r(G—e)+r(Ge). I 
用 定理 9. 6 计算 标定 图 中 生成 树 个 数 时 ,还 应 该 注意 ,由 于 环 


不 


掉 . 


不 


删 


在 任何 生成 树 中 ,因而 在 计算 过 程 中 车 出 现 环 应 自动 地 将 环 去 


[ 例 9.3] 计算 图 9.3 标定 图 中 生成 树 的 个 数 , 并 画 出 所 有 
同 的 生成 树 . 
解 ” 图 9.4 给 出 了 求 r(G) 的 计算 过 程 , 带 杠 边 表示 在 下 F 
除 和 收缩 的 边 . 图 9. 5 给 出 了 G 的 4 棵 不 同 的 生成 树 - 
当局 为 n 阶 无 向 完全 标定 图 时 ,有 下 面 定理 . 
定理 9.7 r(K,)=x" (22), P K, 为 n 阶 标定 完全 图 . 
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j4 


(9) 
OO 


=+: (S), (=S) 
i+ (=N ) (=) 


本 


一 111411211 二 4 
图 9.4 

证 明 为 方便 起 见 ; 令 VCK,) 一 {1,2.… n), i VKO F 
素 构造 长 为 "一 2 的 序列 ,显然 可 以 构造 出 n" 个 各 不 相同 的 序 
列 . 下 面 江 明 K. 中 生成 树 与 以 上 构造 的 序列 是 一 一 对 应 的 . 

O) 设 工 为 ,中 任意 - - 标 生 成 树 , 用 如 下 方法 构造 长 为 ”一 
2 的 序列 ， 

i a min (r |r FÈ T EREDUA EHO) s (et 是 对 应 的 悬 
EjB.k,=minir|r ÆT 的 悬挂 项 点 }， (k, , Ea) 23 X DE AG E FE 
边 . 继续 这 一 过 程 . 最 后 令 k5 min (r |r ECT {kas keso 
ka DARETU > nisde) A E G E EA. Cat 
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EN 


v 


Vi Uz 


ve 


为 了 对 应 的 序列 . 


C2 反之 , 任 给 由 人 4,2,… sn} 中 元 素 组 成 的 长 为 x 一 2 的 一 个 
FESI alzi azz} $ kamin (rir EV {holas tsia) hE Ka 
中 令 a SS MR. O &,=mintr|r€V—()— (aslast 2)， 
kE ka 与 如 相 邻 ,如 此 反复 进行 , 育 到 得 kne = min(r|r€ V— {ks 


ka k. | — Una) kn- 5 E MB. ri E V — (P, 


roo te 


ka PRT 6 32 3845, ARW K. 的 子 图 是 生成 子 图 ,由 构造 可 


路 ,所 以 得 的 图 是 K, 生成 树 . 


知 它 是 连通 的 且 无 


El 


由 (1) 可 知 , 不 同 的 生成 树 对 应 的 序列 是 不 同 的 ,而 由 11,2， 


中 元 素 只 能 产生 一 一 个 各 不 相同 的 序列 ,由 此 可 知 , 玉 ,中 生 


成 树 的 个 数 -<( 天 .Js .而 由 (2) 可 知 ,不 同 的 序列 对 应 的 和 成 树 


不 同 ,因而 KD Z=" 于 是 (Kn) 一 mn" 
其 实 , 由 (C1), (2) 可 知 , 由 生成 树 求 序列 和 由 序列 求 4 


=a"? I 


K] 9.4] 图 9.6(a) 所 示 的 图 为 K, 的 一 标 生 成 竺 , 求 它 所 对 


上 成 树 的 
过 程 是 唯一 确定 的 ,因而 Ka 中 的 生成 笃 与 长 为 4a 一 2 的 序 询 是 ~ 
一 对 应 的 ,由 于 V 中 元 素 共 可 生成 na" 个 不 同 的 序列 ,所 以 rCK.》 
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应 的 长 为 6 的 序列 ,再 求 序列 (3,2,7,8,2,5) 对 应 的 生成 树 . 


《b) 


(a) 
H 9.6 
解 容易 求 出 图 9. 6Ca X ELSA AF212 C4,S,7.5.6, 
7) ,序列 (3,2,7,8,2,5) 对 应 的 生成 树 为 图 9. 6 中 Cb) 所 示 - 
设 Gi,Gz,G; 分 别 为 4,5:6 阶 无 向 简单 标定 图 ,由 定理 9.7 可 
知 ,它们 的 生成 概 个 数 分 别 不 会 超过 16 棵 .125 标 和 1296 E. 


S9.3 环 路 空间 


设 无 向 标定 图 G= <V ,E> 元 孤立 顶点 .V == (0102 es 9 15 
E= {etyrez，…ven}. 若 将 下 也 看 成 G 的 边 导 出 子 图 :; 则 G 共有 2” 
个 不 同 的 边 导出 子 图 ;并 设 GI G... ,Gr 为 2" 个 边 导 出 子 图 , 记 

n= (G, Gz ~ G=). 
设 吕 一 G[Le] 一 1 2 并 记 
M= (g. g2 Em] 


则 有 下 面 定 理 : 
定理 9.8 各 对 环 和 送 算 及 数 于 运算 :0 - G=B,l GG—G,, 
i 一 1,2,…，,2" ,构成 数 域 下 二 {10,1} 上 的 m 维 线性 空间 ,其 M 为 生 
成 元 集 - 
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本 定理 的 证 明 留 作 习 题 - 

下 面 讨论 O 的 两 个 特殊 的 子 空 间 ,首先 讨论 环 路 空间 ,为 此 
先 给 出 环 路 的 概念 及 性 质 、 

“定义 9.5 iG 为 一 个 无 向 图 , 称 G 中 国 或 若干 个 (当然 是 有 
限 个 ? 边 不 重 的 圈 的 并 为 环 路 EA HI. 

从 定义 不 难看 出 ,图 中 图 .简单 回路 都 是 环 路 ,但 环 路 不 一 定 
是 回路 ,因为 环 路 可 以 不 连通 . 

定理 9.9 设 工 是 ” 阶 六 条 边 的 无 向 连通 图 G 的 一 标 生 成 
树 ,C; 是 对 应 弦 ee 的 基本 问 路 ,上 一 1,2,…:'z 一 2 士 1, 则 任意 的 
(rm 一 n 十 1) 菜 弦 ee te, 均 在 

c, c, Q-C... 

中 ,其 中 甸 为 图 之 间 的 环 和 运算 . 

证 明 由 定理 9.4 本 定理 得 证 . I 

定理 9. 140” 设 Cy 和 C: 是 无 向 图 G 中 的 任意 两 个 河 路 (初级 
的 或 简单 的 ) , 则 环 和 ODC 为 G 中 环 路 - 

证 明 车 C0, 一 Ci; 则 C1BCs 二 多 ,多 为 环 路 ,下 面 讨论 局 与 
C, 不 同 的 情况 . bF C, 与 C, 不 同 ,因而 至 少 存 在 -- 条 边 在 C 中 
面 不 在 C, 中 ,同样 至 少 存在 - -条 边 在 C, 中 而 不 在 C, 中 ,于 是 应 
有 ECVE CIAA ERAR POAR A HAER, E 
而 COGAS. 下 面 证 明 OOC: 的 各 连通 分 支 都 是 欧 拉 图 ,只 此 
证 明 Y vE VCC) ,dcers(o) 为 非 0 BAO EVED AUS V 
《CD) 或 VEVCCD AvEV (Cw) 结论 是 显然 的 ,下 面 只 就 vE VCC1) 
AnEV (Ci) 的 情况 进行 讨论 , 若 v 关 联 的 边 中 有 环 e, 若 e RE C 
中 或 只 在 C, 中 , 则 。 EAEE COOC 中 ,车 e 既 在 C, 中 又 在 C, 
中 , 则 e 世 ECBC2), 因 面 环 不 影响 dooc, OMARE, T A 
与 0 关联 的 边 中 无 环 . 设 C, 中 有 条 边 与 关联 ,Cs PA s KIL 
与 关联 ,其 中 有 + 条 所 轻生 Cl 中 又 在 c, 中 , 易 知 r222,s222, ros 
均 为 偶数 ,并 且 Lmin (r, s), PE do ee, 0O =s+r— >00 EN 
偶数 . 于 是 COOC 的 各 连通 分 支 均 为 欧 拉 图 . 由 定理 8. 1 可 知 ,各 
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连通 分 支 为 若干 个 边 不 重 的 圈 的 并 ,于 是 COD 为 若干 个 边 不 重 
的 圈 的 并 , 妈 COOC 为 环 路 .。 | 

推论 ” 设 Cuc* 为 无 向 图 G 中 的 两 个 环 路 , 则 CC 为 G 
b 环 路 ( 即 环 路 对 环 和 运算 是 封闭 的 ). 

定理 9.11 设 人 为 无 向 连通 秽 , 了 为 @ 的 任意 一 棵 生成 树 ， 
WI G rh £ - 回路 (初级 的 或 简单 的 ?或 为 了 的 基本 回路 或 为 若干 
个 基本 回路 的 环 和 . 

证 明 设 C 为 G 中 一 回路 ,车 C 中 只 含 了 的 - -条 六 , 则 CC 必 
3 T' X 7 WJ — 36838 lal pg. 12 C PS T UDREA e 
e, e, 由 定理 9.9 可 知 它们 全 在 C' =C,@cC, G.C, F, 8 
中 C, 2852 e, 对 应 的 基本 回路 . 由 定理 9. 10 及 其 推论 易 证 C' RE SE 
路 ,并且 C PREZ ee, ev: 外 :其余 的 边 均 为 枝 枝 . 于 是 若 
COCEA, W COC 中 全 为 了 的 树枝 ,因而 CC' 不 可 能 是 环 路 ， 
这 与 定理 9. 10 的 推论 矛盾 ,于 是 C 四 C' — @ , El C—C' ,因而 C 为 
若干 个 基本 回路 的 环 和 和 ， I 

由 定理 9. 11, 容 易 证 明 以 下 推论 . 

推论 1 无 向 连通 图 G 中 任 一 环 路 或 为 菜 梯 牛 成 树 的 基本 辣 
路 ,或 为 若 十 个 基本 回路 的 环 和 . 

推论 2 设 G 旦 nn 阶 mw 条 边 的 无 向 连通 图 , 设 G 中 有 s 个 加 
路 (初级 的 或 简单 的 ), 则 

mn ISK. 

推论 3 E G AE n Bt > A&ç3B E ENEE Pq, Ek s Je: G 中环 路 

AERD 


Bl 


n 


S=, 
定理 9.12 设 G 为 n 阶 mw 条 边 的 无 向 连通 图 , 设 Cs 为 G 中 
环 路 ( 含 好 ?组 成 的 集合 , 则 Cr Æ N H monti 维 的 子 空间 ,其 
H Q Bs G 的 所 有 边 导 出 子 图 的 集合 . 
证 明 只 要 证 明 下 面 两 点 . 
(1) 证 明 环 路 对 环 和 运算 是 封闭 的 . 
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由 定理 9. 10 推论 (1) 得 证 . 

(2) É T EÈ G pte 8 iR E BQ R. k Ca = (Ci, C, s", 
Cm) 是 工 对 应 的 基本 回路 系统 . 证 明 Cs E Cr 的 基 . 又 只 需 让 
明 两 点 : 

O 任意 的 CECs,C uf ih Cs 中 元 素 生成 . 

由 定理 9.11 的 推论 1, 中 可 证 . 

@ 证 Cx 中 元 素 线 性 无 关 . 

车 存 作 不 侈 为 0 的 aEF={0,1} ,i 一 1,2,…m 一 xn 十 1. 使 得 

a Da CD Dam -Co 
不 妨 设 a 二 1, 设 弦 在 中 , 则 ej 攻 CC)G2), 于 是 上 式 左 端 
含 &, 而 石 端 为 如 ,这 是 个 巴 盾 ,十 居 C .CO C, ni1 是 线性 尤 关 
的 .上 

DA 9.51 设 图 G 如 图 9.7 PW S, R G 的 环 路 空间 Cr， 并 指 
出 Cs 中 哪些 为 


# 


AN 


图 9.7 
fg GHARIKA PRAD G 的 - 棵 生成 树 . 弦 ofi 
对 应 的 基本 回路 分 别 为 
C,=bca C= fghe, C=igh, 
Ca = (C,,Cy,C,) 
CBC =C UC 
CDC CUC, 
C,@C,= fie 
CGC, SCU fie 
C= (@,C,,C,.C,,C,UC,,C,UC,, fie,C,U fie} 
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C, 中 的 回路 为 C,.C,,C., fie- 
š9.4 断 集 空间 


定义 9.6 GEV ,E> 为 一 个 无 辣 图 ,VICV HVA, 
VSV V i wv lu EV AvE VA G 中 的 一 个 断 集 , 记 
WE EWV, XV), RUE V). 

出 定义 不 难看 出 EJE E Br E THB E S E E e 


es vi es 


图 9.8 

在 图 9.8 PRY S= iuh UV) (ee l VS iv， 
urt WV VD S= fesse es rea} M Va = [oro ) o WV VOS 46: 
exressessesres) ,以 上 3 个 断 集中 ,只 有 CVs,V,) 不 是 割 集 . 

BEG JE n Br m 条 边 的 无 疗 连 通 图 , 义 设 S 是 上 中 所 有 斯 集 
的 导出 子 图 及 名 组 成 的 集合 . 下 面 证 明 Se 是 Q (G 的 全 体 边 导出 
TERME "一 1 维 子 空 间 ,为 此 先 证 下 面 定 理 ， 

定理 9.13 连通 图 G 中 每 个 割 集 全 少 包含 G 的 每 棵 生成 树 
的 一 个 树 校 . 

证 明 是 简单 的 . 

定理 9.14 设 G 是 nn 阶 m 条 边 的 无 向 连通 图 ,了 是 的 一 
HERR. Sa 为 工 对 应 的 基本 制 集 系统 , 则 对 于 任意 的 S... S... 
,Si%ES¥; 必 有 它们 对 应 的 树 各 ce' e, orte, ITE 

S DS, DDS, 
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中 ,其 中 旬 为 对 称 差 运 算 . 

由 基本 制 集 的 定义 本 定理 得 证 . 

定理 9.15 SoS: AARRE G 的 两 上 断 集 , 则 SODS: HG 
中 断 集 ,其 中 全 为 对 称 差 运算 . 

证 明 若 S51 一 $s, 缚 论 显然 成 立 . 设 3 天 Sa 并 设 Si 二 (V , 
Vi). S,= (Vs,V,), 见 图 9.9 所 示 , 从 示意 图 中 不 难看 出 ,图 中 虚线 
边 均 既 在 S, 中 又 在 S, 中 ,因而 它们 不 在 SDS: 中 ,而 图 中 的 实 
线 边 ,垂直 方向 的 只 在 S, 中 ,水 平方 面 的 只 在 S, 中 ,于 是 实 线 边 
HES DS: 中 ,于 是 取 
V.=(V, NVU CY. NAV), 


则 
V, = WV NYD U VNV), 
W SS= VO’ G FBFE. I 


图 9.9 
定理 9.16 设 G 为 无 向 连通 图 , 工 为 如 的 任意 一 棵 生成 树 ， 
则 G 中 任 一 断 集 或 为 灾 的 基本 割 集 或 为 若干 个 基本 制 集 的 对 称 


证 明 设 $ 为 G 中 任意 一 个 断 集 , 则 S 中 至 少 会 了 的 一 个 树 
校 ( 见 定理 9. 13). B S PE rarna DRR eler stre", 
并 设 它们 对 应 的 基本 制 集 分 别 为 51,5;,…,5S.- 邻 
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S =s OSD- DS, 


9. 14 知 道 ,ey ,ez',…-,e,' 均 在 S' 中 
DS 是 断 集 ,又 因为 ef ,es'，… e, 


其 中 国 为 对 称 差 运算 . 由 定理 9. 15 可 知 S' 是 断 集 ,并 上 且 由 定理 
,考虑 SDS. 由 定理 9.15 £h S' 
EEE S P, E S 中 ,所 以 它们 


不 在 S'DS PrE SOS 只 有 两 种 可 能 :3" 电 3 天 他, 这 时 3 四 5 


中 应 均 为 弦 , 这 与 它 为 断 集 政 盾 ， 


而 必 有 S'S 二 名 ,这 正 说 明 


S=S' E] S 为 > 个 基本 割 集 的 对 称 差 集 . 1 

由 定理 9.15 和 9.16 不 难 证 明 下 面 定理 . 

定理 9.147 设 G 为 n 阶 mw 条 边 的 无 向 连通 图 ,并 设 Sw 一 
IDUS S E G 的 断 集 的 导出 于 图 }, 则 Sw 22 Q BJ n— 1 维 子 


空间 ,其 中 品 是 各 的 所 有 边 导出 子 图 集合 . 
【 例 9. 63 无 向 图 G 如 网 9.10 所 示 . 求 GG 的 断 集 空间 Sw, 并 


指出 其 中 的 割 集 - 


图 9.10 


解 ” 设 图 中 实 线 边 所 示 的 图 为 G 的 一 棵 生成 树 . ae HT 


的 树枝 .对 应 的 基本 制 集 分 别 为 5 


a= {usb} S = d.c S = {eb, 


ch 
S@S.= {asec} 
S.GDS.= a,b,c d). 
SDSS ibed), 
SDS DSS la esd), 


SaD S r SS a E DS S DS a S DS. S DSDS} 
其 中 ,只 有 SOS.= {abcd KERR. ERE R. 
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$95 根 树 


车 有 向 图 也 的 基 图 是 无 向 树 , 则 称 D 为 有 向 树 ,也 常用 T 表 
示 有 向 树 . 在 所 有 的 有 向 树 中 ,最 重要 的 是 根 树 - 

定义 9.7 EARR T 是 平凡 树 或 了 中 有 一 个 顶点 的 入 度 
为 0, 其余 顶 点 的 入 度 均 为 1, 则 称 了 为 根 树 . 入 度 为 0 的 顶点 称 
为 糙 根 ,入 度 为 1 出 度 为 0 的 顶点 称 为 树叶 ,入 度 为 1 出 度 不 为 0 
的 顶点 称 为 内 点 ,内 点 和 树 根 统 你 为 分 支点 . 从 树 很 到 了 的 任 一 
顶点 v 的 通路 (路 径 ) 长 度 称 为 v 的 层 数 , 层 数 最 大 的 顶点 的 层 数 
称 为 树 高 . 

在 根 树 中 ,由 于 各 有 向 边 的 方向 的 一 致 性 ,因而 画 根 树 时 ,省 
掉 有 向 边 的 舌头 ,并 将 树 根 放 在 最 上 方 . 图 9.11 给 出 了 一 栋 遍 为 
4 的 根 树 ,v 为 它 的 树 根 , 它 有 5 片 树叶 ,4 个 分 支点 ,其 中 有 3 个 
EAA. 

定义 9.8 T ABUR E.O, o, EVIT) # v UE v, BJ EF 
v JE o, WAE o, É u, 的 后 代 , 若 ww MIRR) v, MFE v J o, 的 父 
亲 ,w, 是 w BJ JU; £ oou 的 父亲 相同 , 则 称 o, o, 是 兄弟 . 


v 


图 9.11 
定义 9.9 设 了 是 一 棵 根 树 , 若 将 了 的 层 数 相同 的 顶点 都 标 


定 上 次 序 , 则 称 工 为 有 序 树 . 
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定义 9. 10 T HRR- 

D 若 工 的 每 个 分 支点 至 多 有 r TILE WPT A r 叉 树 ; 

(2) 苦 了 的 每 个 分 支点 都 众 好 存 ~ 个 儿子 , 则 称 了 为 > 叉 正 
则 树 ; 

D # T JE r 叉 止 则 树 且 每 个 树叶 的 层 数 均 为 树 高 , 则 称 了 
为 > 叉 完全 正则 树 ， 

(4) 车工 是 7 文 树 且 为 朋 序 树 , 则 称 了 为 r 叉 有 序 树 ; 

O 车 荆 是 + 又 正 则 树 且 为 有 序 树 , 则 称 工 为 叉 正则 有 序 
树 ; 

(6) 苦 工 是 -~ 叉 完全 正则 树 旦 是 有 序 的 , 则 称 人 是- 叉 完全 
正则 有 序 树 ; 

2 叉 有 序 树 和 2 叉 正 则 丰 序 树 在 数据 结构 中 居 重 要 地 位 . 

定义 9.11 RT HERR VEV) Ee 上 及 其 后 代 的 导 
出 子 图 T, 为 了 的 以 v 为 根 的 根子 树 - 

2 又 正则 有 序 树 的 每 个 分 支点 的 两 个 儿子 导出 的 根子 树 分 别 
称 为 该 分 支点 的 左 子 树 和 右 子 树 . I 

Xq— FEE 8 A EA TLA BBS B| EL (X Url] —IK kp Tis RA 
树 或 周游 一 棵 根 树 . 设 T 是 一 棵 2 叉 正则 有 序 树 , 按 对 树 根 、 左 子 
树 . 碳 子 树 的 不 同 的 访问 顺序 主要 有 以 F 3 种 行 痪 方法 ， 

(1) 先 左 子 树 ,再 树 根 ,再 右 学 树 的 行 帝 方 法 称 为 中 序 行 遍 

(2) 先 树 根 ,再 左 子 树 , 再 右 闻 情 的 行 廊 方 法 称 为 前 序 行 遍 
=. 

(3) A FL. A TL, ERRATE r kok 29 S PF47388 
法 . 

四 则 运算 表达 式 可 以 存储 在 2 又 正则 有 序 树 上 :参加 运算 的 
数 放 树 叶 上 ,并 规定 被 减 数 、 被 除数 放 左 子 树 上 RE .除数 放 右 子 
树 上 ,分 支点 上 放 相 应 的 运算 符号 ,从 某 两 片 树叶 开始 按 大 低 到 高 
运算 层次 的 顺序 开始 存放 , 树 根 应 该 放 的 是 最 高 层次 的 运算 符 . 然 
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后 根据 不 癌 的 行 让 方法 访问 根 树 工 ,可 以 得 刘 四 其 运算 的 不 同 的 
表达 方法 ,从 而 得 到 不 同 的 算法 . 

O 按 中 序 行 帝 法 访问 工 , 可 以 还 原 算式 ,其 特点 是 运算 符 夹 
在 两 个 参加 运算 的 数 之 间 , 故 称 所 得 算式 的 表示 法 为 中 绎 符号 法 - 

《2) 按 前 序 行 遍 法 访问 工 ,在 所 得 表达 式 中 规定 ,每 个 运算 符 
对 它 后 面 紧邻 的 两 个 数 进行 运算 .并 可 以 省 掉 表 达 式 中 的 全 部 括 
号 , 称 此 种 表达 算式 的 方法 为 前 组 符号 法 ,或 称 波兰 符号 法 

(3) 按 后 序 行 广 法 访问 了 ,在 所 得 的 表达 式 中 规定 ,每 个 运算 
符 对 它 前 而 紧邻 的 两 个 数 进 行 运算 , 仍 可 以 省 去 全 部 括号 , 称 这 种 
表达 算式 的 方法 为 后 缀 符号 法 或 逆 波 兰 符号 法 . 

下 例 9.73 设 有 算式 

((a x b+) x d—e) T (fig) (h (ri), 

G 将 以 上 算式 存 入 一 棵 2 ENAR T 中 ; 

C2) 分 别 写 出 上 式 的 波兰 符号 法 和 着 波兰 符 叶 法 表达 的 形 
式 . 

解 (1) RT HAEQ 9.12 所 示 . 
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(2) 波兰 符号 法 表达 的 形式 为 

二 二 一 汪 x a+bcde+- fg * h +J. 
逆 波 兰 符号 法 表达 的 形式 为 

abc+ *d*e—fgt>hijt * +. 


习 AA 


1. 画 出 所 有 了 阶 非 问 构 的 无 向 树 ， 

2. 无 向 树 全 有 9 片 树 吁 ,3 个 3 度 顶点 ,其 祭 顶 点 的 度数 均 为 4, 问 了 中 
有 区 个 4 度 顶 点 ? 根据 工 的 度数 询 , 你 能 画 出 多 少 井 非 同 构 的 无 向 树 ? 

3. - - 棵 无 向 树 卫 ,有 个 站 度 顶点 ,1 二 2.3,… 汪 ,其 余 顶 点 都 是 树叶 , 间 
T JLH RE? 

+. RTLH 阶 无 向 树 ,C HENMAN, H. SOS EA G HFE 
与 工 同 构 的 子 图 . 

5. ToT: 是 无 向 树 荆 的 对 图 并 且 都 是 树 , 令 了 了，- G[E(T D Y E 
Cry EC EC O= @ WER T, bE T HH. 

6， 设 CG 为 ntn: S5Bt h s E EA C RG hope Sr Si. 

7. B8 n BP m 3E35 5536 LES C 39 k CQ 22) 7 WE B E RA + BE BH m 
=n B. 


8. É 2.4... b n (22 SEE SR. CA = 2a- 2, 证 明 存 在 - - 
BETUAR N disda eted, 的 无 各 村 


9. 无 向 连通 标定 图 G 如 图 9. 13 所 示 . 求 CG) ,并 画 出 全 体 不 同 的 生成 


树 . 
图 9.13 
16， 实 边 所 示 的 地 图 为 图 9.14 所 示 图 的 一 棵 生成 树 T, 求 工 对 应 的 基 
本 回路 系统 和 基本 割 集 系统 . 


256 


图 9.14 

11. 设 了 为 非 平 凡 的 无 向 树 ,a(T) HET 8 7 8 k Aa. 

12. 设 C 为 无 向 图 6 中 一 个 图 :elve 为 C 中 的 两 条 边 , 证 明 G 中 存在 出 
集 3, 使 得 eezcS- 

13. 设 T.T 是 无 向 连通 册 G ARR ERI. 已 知 a EEE a & £ 
CTO ,证 明 存在 e. & E CP TH e € EC ,使 得 C7- e) U teat UT — ea) UJ 
ler 88 G 的 生成 树 - 

14. ÉE K, E: n 阶 标定 无 向 完全 图.e 为 KK, 中 的 一 条 边 , 证 明 rK, e) 

Cn 2" s. 
15. 证 明定 理 s.8. 
16. RE 9.15 听 示 图 的 环 路 室 间 C4 和 和 断 集 空间 Sr. 


£ 
dla e 
b E 
图 915 
17. 证 明 : - 标 有 向 树 了 荐 根 树 ,当日 仪 当 工 中 有 和 且 仅 有 一 个 项 点 的 入 


度 为 0. 

18. m 6 ptT fr EDPJFJBJFR RI. 

19. 设 工 是 2 LEME 旦 分支 点数 ,{ 是 各 分 支点 的 层 数 之 和 和 , 工 是 
各 树叶 的 层 数 之 和 :证 四 过 7 上 2 

20. ETEL 又 下 则 树 , 有 + 上 片 树叶 导 个 分 支点 ,证 明了 的 边 数 严 一 2 


21. RUR 
Ca- (x<) w dy e) Cfi ey (h wi) j 
BO 22 9 Sh Fi k 22 p 13 R. 
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第 十 章 ” 图 的 抢 阵 表示 


图 中 顶点 与 边 之 何 的 关联 关系 ,顶点 与 顶点 之 闻 的 相 邻 或 邻 
接 关 系 、 顶 点 之 间 的 连通 或 可 达 关 系 、 这 与 环 路 和 边 与 断 集 之 闻 的 
属于 关系 等 都 可 以 用 矩阵 来 描述 .通过 图 的 矩阵 表示 ,可 以 清楚 地 
观察 到 已 讨论 过 的 图 的 性 质 , 并 进一步 发 现 -“ 些 其 它 性 质 ,能 准确 
地 计算 出 图 中 任 二 顶点 之 间 不 同 长 度 的 通路 (或 回路 ) 数 . 更 重要 
的 是 在 图 的 应 用 中 ,图 的 矩 粹 表示 起 着 极其 重要 的 作用 . 
为 了 方便 起 见 ,在 图 的 某 些 矩阵 表示 中 ,对 图 加 以 一 些 限 制 ， 
如 限制 所 讨论 的 为 简单 图 ,或 无 环 的 图 ,限制 矩阵 中 的 元 素 为 0,1 
(或 一 1D) ,所 用 运算 均 在 数 域 F= 10,1}) 上 进行 ,并 且 加 法 使 用 模 2 
加 法 等 . 在 以 下 的 讨论 中 ,对 每 种 矩阵 采 瞩 什么 限制 都 要 一 -加 说 
明 ,请 读者 注意 阅读 每 节 开头 的 说 明 - 

在 图 的 矩阵 表示 中 ,要求 图 是 标定 图 . 


$10.1 关联 矩阵 


本 节 内 要 求 讨论 的 图 均 是 顶点 和 边 均 是 标定 的 ,并 且 要 求 图 
是 无 环 图 . 还 要 求 运算 在 数 域 F— 10,1}y 上 进行 ,加 法 使 用 模 2 加 
法 . 

定义 10.1 i D—<V,E> XERA PIB V= {VV 
V. E= (een e, E 


f v, FÈ e, RRR 


o, v 与 e 不 关联 ， 
一 1，v, 是 e, 的 终点 ， 
称 [rsj。x 为 隔 的 关联 矩阵 , 记 作 MCD). 
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u= 


图 10. 1 所 示 有 疝 图 的 关联 矩阵 为 
za [—1 1 1 o o o 


vj i 1 9 
MD) = 
mlo 0 -1 -1 1 -1 
mLlo o 0 0 — 1 
不 难看 出 D 与 M(D) 是 相互 唯一 确定 
的 ,因而 由 MCD) 的 特征 可 确定 D 的 性 质 . 


O D 每 列 元 素 之 和 为 0, 即 和 jm 一 


0, 这 正 说 明 D 中 每 条 边关 联 两 个 顶点 ,一 
个 始点 ,一 个 终点 - 


(D 第 ; 行 元 赣 绝 对 值 之 和 等 于 do BD 27 lm, |= dC), 
而 其 中 1 的 个 数 为 d? Co, ,一 1 的 个 数 为 d G.D. 


o D Xm, =o, Bm 1 的 个 数 与 一 1 的 个 数 相等 ,都 等 
mx, 这 正 说 明成 中 各 顶点 入 度 之 和 等 于 顶点 出 度 之 和 ;都 等 于 m 
于 是 各 顶点 度数 之 和 等 于 2m, 这 是 有 向 图 局 的 担 手 定理 的 全 部 
内 容 . 

GD 车 MO 中 两 列 相 同 ,说 明 D 中 这 两 列 对 应 的 边 有 相同 
的 始点 和 终点 ,因而 它们 是 平行 边 . 

总 之 :M(D) 能 反映 也 的 -- 切 特征 . 


定义 10.2 设 无 环 无 向 图 G 一 <V E>. V = (ous Ua) > 
E= leer Em È 


m, = 


l; v 5 e 关联 ， 
0， 和 否则 ， 
Piny ln G 的 关联 矩阵 , 记 必 MG). 

图 10. 2 所 示 无 向 图 G 的 关联 矩阵 为 


e ea és é es es 
a f 


1 
vjl 

MG) = 
0 


O 
o 
va 1 


1 1 10 
1 0 0 1 
9 0 1 1 
ulo 0 1 0 0 1 
FA e P| 89 KRE ER l M CG) tJ 
G 也 是 相互 唯一 确定 的 ,因而 M CG ) th, 


描述 了 G 的 -UJ 特征 ,下 面 几 点 是 容易 看 出 的 : 
GD ad(G) 中 每 行 元 素 之 和 为 2, 即 之 mv 一 2, 这 正 说 明 G H 
每 条 边 有 唯一 的 两 个 端点 . 


(2) MOP 行 中 1 HPR gm =d w). 

(3) MOOD PHE i ITH 1 对 应 的 边 组 成 的 集合 为 的 关联 集 ， 
此 关联 集 为 G 中 :个 断 集 , 当 zw 不 是 割 点 时 ,此 断 集 为 肩 形制 集 . 

D dfCG) 中 ，, 若 两 列 相同 , 则 它们 对 应 的 边 为 平行 边 . 

O £ G fí 2 Ge2>2) TEED 3 , WJ G 的 关联 夭 阵 MM(G} 有 如 
FER: 


H 


MG) 


MGa) 
MG) = 


L MGa) 

其 中 MGA C BJ 55 r 个 连通 分 支 的 闫 联系 阵 ,r 二 1,2,*…*,k- 

利用 定理 9.6 和 9.7 可 以 求 册 无 霹 连 通 标定 峡 中 生成 树 的 个 
数 , 利 用 关联 矩阵 还 可 以 求 出 所 有 椒 同 的 生成 树 , 为 此 再 给 出 区 本 
关联 矩 莲 的 概念 . 

定义 10.3 jP MO) 是 无 向 连通 图 GCG 当然 是 无 环 标定 图 ) 
BJ SK E EE, MA MC) dF H| ER ERITREEA G 的 基本 关 
联 和 矩阵 , 记 作 MAG). 3EPF08 ITB XT 03 BRA. 
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定理 10.1 nn 阶 无 向 连 道 图 G 的 关联 矩阵 的 秩 r (M CG))= 
n—1 

证 明 为 MCG) 中 每 行 中 1 对 应 的 边 组 成 G 中 一 个 断 集 E 
Sw ;由 定理 9.17 可 知 ,rCMCG)) 过 mn 一 1. 下 面 证 明 7CM(G)) 之 nn 一 
1. 取 MGOD 的 前 % 一 1 行 , 设 为 M. M. i M. 1, 则 它们 是 线性 无 
关 的 . 否则 必 存 在 不 全 为 0 的 名 ,1 如 -1E 一 10.1) ,在 模 2 


加 法 意义 下 , 便 得 之 ,af WEH E. 不 妨 设 各 一 始 一 … 一 A 一 1 
而 大， 一 外 一 一 到- 一 9. 这 星 s1 ,否则 M, AFAR FE 
为 伏 立 点 ,这 与 连通 不 讶 ,所 以 必 有 2<s<<n 一 1. 易 知 ,在 MM(G) 
+ 


M = 


M. 

中 ,每 列 怡 有 两 个 1 RATE AH 0. fE G RR Vi = iov, 
epu) V =V (G V. HJ V, YV. = Z, H Vi V; #B pk i r fÉ 
(CVV 二 疗 , 这 说 明 避 中 至 少 有 2 个 连通 分 支 , 这 与 6 是 连通 
矛盾 ,所 以 M.M... ,机 ,线性 元 关 , 因 而 rCM(G)) 之 n 一 1, 于 是 
r(M(G))=n—1. 

类 似 可 让 下 面 定理 . 

定理 10.2 n PEKAR G M A K KE 
r(M;(G))=n— 1. 

HD Epi 4 E PE28 DI F He- 

推论 1 设 = 阶 无 向 网 G 有 户 个 连通 分 文 , 则 (M CG) = r 
LMG) 二 a 一 ,其 中 MAO EI MG) 的 每 个 对 角 块 中 删除 任 
意 一 行 面 得 到 的 矩阵 . 

推论 C 是 连通 图 当 且 仅 当 rCMKG) =r( Mi(G)) =n 一 1 

定理 10.3 设 MM/(G) 是 n 阶 连通 图 G 的 一 个 基本 关联 矩阵 、 
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MM; 是 MAG) 中 任意 一 1 列 组 成 的 方 阵 , 则 dzr 中 各 列 所 对 应 的 
M f (e, ren, e } 的 导出 子 图 GEie， meone TIE G BJ E R. 


树 当 且 仅 当 M RITIRI M |< o. 
证 明 
必要 性 - 


国 为 ClLtees…ye。 ,}] 是 2 阶 树 ,因而 是 连通 的 ,所 以 M7 


是 这 棵 生成 树 的 基本 关联 窒 阵 ,由 定理 10.2 知 r( My) 二 rn 一 1, 这 


说 明 Mr ERE EKE PE EALA |m | x 0. 
充分 性 . 


显然 GL íe ,eve dÆ al 条 边 的 G 的 生成 了 图 ,并 且 
M 是 它 的 基本 关联 皇 阵 ,因而 |adr | 关 0, 帮 -0aMr) 一 x 一 1, 由 推 


论 2 可 知 它 又 是 连通 的 ,由 定理 9. 1 可 知 它 是 G 的 生成 树 . 


【 例 10.11 RE 10. 3 所 示 标 定 图 的 所 有 生成 树 . 


解 图 10.3 的 关联 矩阵 为 


m Ep el @ es 


ufl 1 0 o 
vlo 1 101 
M= 
vlo 0 141 O 
wll 0 0 11 
J mm ABRA, TEARRE H 
“e e, 6 es 


1 1 5 Q O 
M; — 

01101 

0 0 11 O 
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求 M, 的 所 有 3 阶 子 方 阵 的 行列 式 , 要 求 计算 结果 属于 下 一 
10,1}, 子 方 阵 的 个 数 为 G 一 10, 它 们 的 行列 式 依次 为 


ee e “ 
n 1 0 1 1 
a) (2) 
0 1 1|=1, IO 1 
o o ıl D 0 
ee e e 
1 1 O |: ° 
《3) (4 
0 i l[=o, N 1 
0 o o 0 1 
Cl Ps Es 
1 0 0 
《5? 
9 1 11= 一 1 一 1Cmod2)， 
o 1 0 
Er éa Ps 
1 0 O 
(6) 
0 0 1|=—1=1(mod2), 
o 1 Oj 
Ez es #4 fs èz 
1 0 O 1 6 
《7》 89) 
1 1 0| = 和 1 i 
0 1 1 0 1 
Er Pa Er 
1 0 0 
‘9) 
1 0 1|=—1=1(mod2), 
1 0 
eses 的 导出 子 图 不 是 G 的 4 
A G HERR. 这 些 生成 树 在 图 10. 


四 
o] 
0 
1 


=l, 


0 
1 
° 


=- 1l<—1(mod2), 


ae e 
o] 
1| =1. 


0 


a0) | ° 
1 


11 l 


0 
从 以 上 计算 结果 中 ,在 所 有 3 条 边 的 组 合 中 , 除 mvesyes W es, 
E 成 椅 外 ,其 余 的 3 条 边 的 导出 子 图 全 


4 中 依次 列 出 . 
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— e e i 
r Tis 


uz Tia Tin Tis 
e, q 
°; es e e, ej s e| <; je: 
ra: rz 
Tu fa T> T. 


图 10.4 
$ 10. 2 ”邻接 矩阵 与 相 邻 矩阵 


本 节 内 讨论 的 有 向 图 不 加 限制 ,所 讨论 的 无 向 图 仅 限于 简单 
图 . 矩阵 运算 时 所 用 乘法 和 加 法 均 为 普通 的 乘法 和 加 法 . 本 节 讨 论 
的 通路 与 回路 是 定义 意义 下 的 通路 与 回路 ,并 且 含 复杂 通路 与 回 
路 ,回路 的 始 ( 终 ?点 不 同 看 成 是 不 同 的 ， 

定义 10.4 n GREER D PVS (oso "e n.) < 
a 为 v, 邻接 到 v, 的 边 的 条 数 , 称 [a jx, 为 D 的 邻接 矩阵 , 记 作 


ADEN A. 
给 定 的 有 向 标定 图 D 如 图 10. 5 所 示 , 它 的 邻接 矩阵 为 
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Or Uz Uy m 


= |o 2 1 O 
“x joo 10 >r 
A= . 
woo O 1 
njooni 
从 定义 不 难看 出 以 下 性 质 : 


OD 第 1 行 元 素 之 和 为 的 出 度 ， 
Bp Da = 4t u= 1,2, n. Ti A 
中 所 有 元 素 之 和 为 各 顶点 出 度 之 和 ， 
MX Da = DIa CoD 一 mm 其 中 加 
X D 中 边 数 . 

AMAR j FIRR LRA v RABE BI 22 =d G), = 
L.2, an, Ñ A tP $ tk 2: 9 2 R X. 29 DA 0 X Ë A, 
MX Dap = Dd Co) 一 加 

《2) BQ R D Dap = D 22 35 D KEN 1 
WP PR 3k T 272138 D tP CHE 32 1 HARB D HIRT 
由 此 条 性 质 作为 基础 ,可 以 得 到 下 面 的 定理 . 

定理 10.4 HEAR n E IREE REEE, A f ¿> 
DKE ASAT + APTER at 3 v P v, KED 2 的 道路 数 ， 
X Xat y D PREA MEREST Lat yh D KENI 
的 同 路 总 数 . 

证 明 对 / 作 归 纳 法 . 

GD 4 一 1 时 .市 讨 论 的 性 质 (2) 所 证 . 

(2) 说 2 之 1) 时 结论 为 真 . 当 =k At H ER 


HD N uP ea 
agh = Doat rag, 
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由 归纳 假设 知 ,a 多 为 忆 B z, 长 度 为 = 的 通路 数 , 而 asi) JE o, 到 
长 度 为 1 的 通路 数 , 所 以 a) + ay H o B) z, #6 2 o, 的 长 度 为 


C4 十 1 的 通路 数 ,而 之 za 中， a 为 迟到 vv 长 度 为 +1 的 通路 总 
数 ， 下 
再 令 B= AtA HHA = [5] r=l, 2," 
可 以 得 到 定理 10. 4 的 推论 . 
推论 设 A En 阶 有 向 标定 图 的 邻接 矩阵 ,有 中 元 素 5 为 


o A o, 长 度 小 于 等 于 r 的 通路 数 , D D A D 中 长 度 小 于 等 


寺 + 的 通路 总 数 ,而 之 76 为 中 长 朗 小 于 等 于 的 加 路 数 . 

f 例 10.2] 在 图 10.5 所 示 的 有 向 图 中 , 求 : 

(1) ws 到 wi 长度 为 3 和 4 的 通路 数 ; 

(C2) vs 到 vs 长度 小 于 等 于 4 的 通路 数 ; 

(3) v4 到 va( 自 身 ) 长 度 为 4 的 回路 数 ; 

D o, 到 vw 长度 小 于 等 于 4 的 回路 数 ; 

O D 中 长 度 为 4 的 通路 (不 含 回 路 ) 数 ; 

(6) D 中 长 度 小 于 等 于 4 的 通路 数 ,其 中 有 几 条 是 回路 ? 

E ”要 回答 以 上 诸 问 题 , 必 先 求 出 五 的 邻接 矩阵 4, 及 它 的 
前 4 次 军 , 以 及 B,.,B..B.. 

A 已 在 前 面 给 出 ,不 难 计算 : 


回 


° 0 2 1 0 0 1 3 
o ° O 1 o o 11 
a= ， æ= ， 
o o 11 o 0 1 2 
0 o 1 2 0 Ó 2 3 
o 0 3 + fo 2 3 1 
0 o 1 2 o 0 11 
A= ， R= > 
0023 0o01 2 
0 0 3 S. o 0 2 3 
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B= 


Sco = 
oom 


4 
z 
4 
6. 


* ro t 
£ S = o 
o e° m 
~e wn 


0 
不 难 算出 ; 
D 分 别 为 1 条 和 2 条 ; 
(2) 423; 
(3) 5 条 ; 
人 Cd) 11 条; 
C5) 16 £; 
(6) 53 条 ,其 中 有 15 条 为 回路 - 
定义 10.5 in MAAR D HVS (vv) 
fl, vw AJK v, 
P= io, mm, 
WPCA, an D BAERE ip tE PCD), 简 记 为 P. 
PPARA FAHER. 
《1) 由 于 YY wiEVCD),v, 可 达 ,所 以 已 的 主 对 角 元 寄 全 为 


El 


(D 车 D 是 强 连 通 的 , 则 P 的 全 体 元 素 均 为 1. 
(3) 设 忆 是 具有 %( 守 2) 个 连通 分 支 Di D: D 的 有 向 
图 ;D,=D[ {8n 0g ) £=1,2,=-,# Ml 
POD 
已 CD) = PD " . 
PCD.) 
其 中 PODE D, uj XK SE EE. 
V vou EVID E. v% v, BEM 7. 6 不 难得 出 如 下 结论 : 
Py = 1 ERY bir ~O. 
于 是 由 D 的 邻接 矩阵 可 求 马 的 可 达 和 矩阵 . 
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在 图 10.5 所 示 有 向 图 中 ,由 B, 可 知 


1 
定义 10.5 Ban HERRER G H, VGS (urus |" vn)， 
令 ao 一 0 一 1 2 en, 
aw IE 也 与 ww HRR S< z. 


lo, 香 则 ， 
Pla ,为 G 的 相 邻 矩阵 , 记 作 4(G), 简 记 为 A. 图 10.6 所 示 
无 向 简单 图 的 相 邻 逢 阵 为 
uje 1 0 1 Wi vL 
vjl 0 1 1 
A = (G> . 
wo 1 0 O 
wll 1 0 O Ta Ua 
不 难看 出 相 邻 矩阵 有 如 下 性 质 : 图 10.6 


(1) A 是 对 称 的 : 

(2) Dap =d; 

D D Xen Nade = 2m. i m Sh A G 中 长 
度 为 1 的 通路 数 . 

BASAT e A= [at], 一 2,3,… ,有 下 面 定理 . 

定理 10.5 i$ G En HAAR, V= vv ut A EE 
G BHRERE A 中 元 素 a Sat) GN) S G rh x, P o, Ce, 到 
也) 长 度 为 二 的 通路 数 . 而 so 为 证 到 KED £ BU a| B6 38. 

用 归纳 法 证 明 . 

推论 1 EA p,a dlo). 

推论 2 车 G 是 连通 图 ,对 于 iX jovo, 之 间 的 距离 dov) 
为 使 A 中 元 素 ap Se 0 的 最 小 正 整数 
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[fJ 10.3] 在 图 10.6 REP Ro 到 zw 到 zs 长 度 为 4 
的 通路 数 ,o 到 o, 长 度 为 4 的 回路 数 . 
HO HAER 4 在 前 面 已 求 出 ,下 面 求 A,A, At 即 可 . 


2 1 1 1] - 2 4 1 3 
-11301123 4, 
1 0 1 1 1 3 O 1 
1 1 1 2 4 1 2 
7 6 4 6 
6 ll 2 6 
At - 
4 2 3 4 
6 6 4 7 


JX. At 可 以 看 出 训 到 ws 长 度 为 4 的 通路 数 为 6 条 .这 6 条 通 
路 分 别 为 
mm 到 ws 长 度 为 4 的 通路 有 4 条 ,它们 是 
v 到 vw 长 度 为 4 的 回路 有 ?条 ,它们 是 
击 以 上 结果 可 以 看 出 ,所 求 通路 .回路 多 半 是 复杂 的 通路 和 复 
杂 回 路 - ` 
下 面 给 出 无 向 图 的 连通 矩阵 的 概念 . 
定义 10.7 Bn NEAR G 中 ,一 foo o, E 
p= 1, v, 5 v, 连通 ， 
i 0， 否则 ， 
称 [p.,]., 为 G 的 连通 矩阵 , 记 作 卫 (G), 简 记 为 P. 
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不 难看 出 P AUTER. 

《1) P 的 主 对 和 角 元 素 均 为 1- 

(2) 若 G 是 连通 图 , 则 P 中 元 素 全 为 1. 

D 设 无 向 图 G 有 kCk2>2) 4 PEB r E Ci,Ga Go B. G= 
G[ {D Tg Va, Y |= 1,24, MJ 


a PrG 
其 中 ,PCG,) 为 G, 的 连通 第 阵 . 
由 定理 7.6, 也 可 以 用 G 的 相 邻 是 求 G 的 连通 夭 阵 .为 此 , 设 
ATA TA =B = [EE Gaor S 1.2... 
NjB p= 4 R g 38 60% UMNO, H B。, 中 元 素 是 否 为 0 就 
可 以 求 出 p, CG% j). 


W 10. 7 所 示 无 向 图 的 连通 盾 阵 为 
[t 1 10 O °] 
1 110900 ， . 
1 11000 | 一 | 

P= ors 
o 001 1 O 
0 001 1 0 kë si 
lo o 0 0 0 1 图 10.7 
习 题 + 


L 求 图 10.8 所 示 二 图 的 关联 矩阵 - 


270 


v" 
(a) 
0— vs 
TL, " 
pp» Bus 
{by 


图 10.8 
2. 利用 基本 关联 矩阵 法 求 图 10. 9 所 示 图 中 的 所 有 生成 树 


v er ka] 
vio es 
or 
e e: 
Ta Svi 
E z 


图 10.9 
3. 求 标定 的 完全 图 K, 中 的 所 有 生成 树 . 


4. 有 向 图 如 图 10, 10 所 示 . 


v, 

A A 

EI 10.10 

GOD D ron P z, 长 度 为 1,2,3,4 的 通路 各 为 多 少 条 ? 
(D mm 到 w 长度 小 于 等 于 3 的 通路 为 多 少 条 ? 


《3) x 到 ma 长 度 为 1,2,3,4 的 回路 各 为 多 少 条 ? 

D o, 到 o, 长 廊 小 于 等 于 3 的 回路 为 多 少 条 ? 

(5) D 中 长 度 为 4 的 通路 (不 含 回路 ) 有 和 多少 条 ? 

O D 中 长 度 为 4 的 回路 有 多 少 条 ? 

D D 中 长 度 小 于 等 于 4 的 通路 为 多 少 条 ? 其 中 有 多 少 条 为 回路 ? 

《8) SH D BJ PTE E BE, 

5. 已 知 标定 的 无 向 图 如 图 19.11 Br n. 4 是 它 的 相 邻 矩阵 , 求 At 中 的 
TF at p= 1.2... 
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本 章 讨论 的 图 均 为 无 向 
Š 11.1 平面 图 的 基本 概念 


定义 11.1 WRA G 能 以 这 样 的 方式 画 在 曲面 $ 上 , 即 除 顶 
点 处 外 无 边 相 交 , 则 称 G nB A Hi I S. 车 G 可 嵌入 平面 苹 , 则 称 
人 蕊 是 可 平面 图 或 平面 图 - 西 出 的 没有 边 相交 的 图 称 为 @ 的 平 图 表 
示 或 平面 嵌 人 . 无 平面 嵌入 的 图 称 为 非 平 面 图 . 

下 文中 所 谈 平 面 图 ,有 时 是 指 平面 嵌入 ,有 时 则 不 是 ,要 根据 
其 体 情 况 加 以 区 分 . 

Ki K, K i K; —e(K; 删除 任意 一 条 边 ) 都 是 平面 图 , 面 天 :， 
天 ,a 都 是 非 平 面 图 ,根据 平面 图 的 定义 证 明 K. ,Ks.s 不 是 平面 图 ， 
要 用 约 当 (Jordan) 定 理 . 

自身 不 相交 的 ,始点 和 终点 重合 的 曲线 称 为 约 当 曲线 . 

约 当 定理 设 工 是 平面 皇上 的 一 条 约 当 曲线 ,平面 的 其 余部 
分 被 分 成 了 两 个 不 相交 的 开 集 , 分 别称 为 工 的 内 部 和 外 部 , 则 连 
接 工 的 内 部 点 和 外 部 点 的 任何 连续 曲线 必 与 工 相 支 . 

[í 11.11 用 约 当 定 理 证 明 K, 不 是 平面 图 . 

证 明 i K, 的 顶点 集 了 一 telyp o h Æ K, 是 平面 图 ， 
则 必 存 在 平面 嵌入 , 设 为 亦 ,. 在 让; 中 ,回路 C, = oww 为 平面 
上 的 一 条 约 当 曲线 . u, u, 必 在 C, 的 内 部 或 外 部 ,可 分 三 种 情况 讨 
iË; 

《1) DEC 的 内 部 , 另 -个 在 C 的 外 部 ,不 妨 设 m E C 
的 内 部 ,ws 在 C, 的 外 部 , 见 图 11. 1(a) 所 示 . 由 约 当 定理 可 知 , 作 
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3369 L 2838 ov) VI C, 相交 ,而 交点 不 是 加 ,varvs， 这 与 民 s 
是 平面 嵌入 矛盾 ， 


11.1 
(2) vvs HA C 的 内 部 . 由 于 x, 必 与 ui oz ua 均 相 邻 ,因而 
vi 必 在 C= 0V0: C3 5V0 VV C= UVV 中 的 一 个 的 内 部 ， 
不 妨 设 志 在 C; 中, 见 图 11. 10) 80. 此 时 ww 在 Cs 的 外 部 .由 约 
当 定 理 可 知 , 边 (wyos) 必 与 人 相交 ,这 矛盾 于 K, FE Bi k A. 


图 11.2 
(3) vasvs 均 在 C, 的 外 部 . 由 于 o B o veso 均 相 邻 ,mm 在 
CiS vwaw, 的 内 部 ,而 vs 在 CC 的 外 部 ,用 约 当 定理 又 会 推出 巴 


盾 . 
综 上 所 述 K, 不 是 平 而 图 ,类 似 可 证 Ks.: 也 不 是 平面 图 - 
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天;, 民 ，.: 是 两 个 极其 重要 的 非 平 而 图 ,在 平面 图 的 判断 上 起 着 
极其 重要 的 作用 , 常 被 称 为 库 拉 图 斯 基 (Kuratowski) 的 两 个 
天 5 天 :3 虽然 不 能 嵌入 平面 ,但 它们 却 可 以 嵌入 环 面 : 图 11.2 中 ， 
a) DARE K, 和 天;,; 的 环 面 嵌 入 .但 它们 都 不 能 嵌入 球面 ， 

见 下 面 定理 . 

定理 11.1 图 上 可 嵌入 球面 当 上 且 仅 当 G u H A FE. 

证 明 ” 设 球面 $ 与 平面 H 的 切 点 为 *, 称 * 为 南极 , 设 过 ;与 
S 所 对 应 的 球 的 球 心 O 的 直线 与 S 的 另 一 个 交点 为 n, 称 为 S 的 
北极 . 设 


P:S — (ni — IT, 
V ESR ODS RR EE > 12 = 03 8 Pt 55 Tt ffl 
交点 . 称 p 为 S 与 五 之 间 的 球 极 平面 投影 变换 { 见 图 11.3). 易 知 
p 是 双 射 函数 ， 
设 图 G 的 球面 5 的 嵌入 为 如, 取 S 上 的 -点 n(n 不 在 名 上 ) 
作为 S 的 北极 ,南极 * GARTIS. 
设 e(G) 一 人 , WJ € E: G 的 平面 也 上 的 嵌入 . 即 c; 的 平面 嵌 


A. 

AF oS (n), H Z IB] BJ XZ 94 PS 5 , S Hi G IJ F II Pk X 
G.M] o (C) 为 G WRA d 

推论 设 侣 与 侣 分 别 是 平面 图 G 的 球面 嵌入 与 平面 嵌入 , 则 
GE’. 

证 明 BI GSG H CSG iA GSG. 1 

定义 11.2 设 G 尽 平面 图 ( 平 而 底 入 ) ,由 4G 的 边 将 G 所 在 
的 平面 划分 成 若干 个 区 域 ,每 个 区 域 都 称 为 G 的 -个 面 , 其 中 面 
积 无 限 的 面 称 为 无 限 面 或 外 部 面 , 常 记 成 R,, 面 积 有 限 的 面 称 为 
有 限 面 或 内 部 面 , 常 分 别 记 为 RoRo Re 包围 每 个 面 的 所 有 边 
组 成 的 回路 组 称 为 该 面 的 边界 ,边界 的 长 度 称 为 该 面 的 次 数 ,而 只 
的 次 数 常 记 为 deg (R). 
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图 
定义 中 珂 路 组 中 元 素 可 能 是 固 , 可 能 是 箱 单 回路 ,还 可 能 是 复 


11.3 11.4 


杂 回 路 ,或 它们 的 并 . 图 11. 4 所 示 平 面 图 有 5 个 面 ,Rt, Ro R. R, 


的 边界 均 为 圈 ,deg (R1) 二 4,deg《(R,)=3,deg(R;) =3,deg(R4) 
3. 而 Rs 的 边界 出 一 个 长 为 8 的 简单 


可 


路 ,一 个 长 为 3 的 圈 并 上 一 


个 长 为 2 的 复杂 回路 组 成 ,deg《R4) 二 13, 


定理 11.2 平面 图 G 中 所 有 面 的 次 数 之 和 等 于 边 数 m 的 2 
倍 : 
六 degcR) 一 2m. 
其 中 为 G 的 面 数 . 


证 明 Vv e€ E(G),34 e Ati RA R CGS DARHA 
ILR EHIE R. 和 R, 的 次 数 时 各 提供 次 数 1: 而 当 e 只 在 某 一 个 
面 只 的 过 界 上 出 现时 , 它 必 出 现 两 次 ,所 以 在 计算 R ERENT e 


提出 的 次 数 为 2, 主 是 每 条 边 在 之 deg(R) 中 ;各 提供 次 数 2. 因 


jdeg CR )=2m. 1 
£= 


定理 11.3 


iz R ETEY GHETEA G BJ — iN 


面 , 则 存在 G APERA G, A R IIR. 


证 明 先 将 
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CG RARE SRA S 使 其 R 对 应 的 面 中 含 北极 


”用 球 极 平面 投影 变换 将 CG Ba PIE 18 Br El 25 G, , hi sË 
H 11.1 AG, 是 G 的 平面 嵌入 ,并 且 只 已 为 外 部 面 . 1 

定义 11.3 BOAR EHE. HEC 的 任意 不 相 邻 的 顶点 
uso ZINA eso) ,所 得 图 为 非 平面 图 , 则 称 G 为 极 大 平面 图 . 

Ki K,,K,, K, — ¿GR Ks 删除 任意 一 条 边 ) 均 为 极 大 平面 
图 . 从 定义 不 难看 出 , 极 大 平面 图 必 是 连通 的 . 另外 , 当 阶 数 w 之 3 
时 ,有 制 点 或 桥 的 平面 图 不 可 能 是 极 大 平面 图 . 而 极 大 平面 的 最 大 
特点 应 由 -F 面 定理 所 提供 . 

定理 11.4 G 为 n(x>3) 阶 简单 的 连通 平面 图 ,G 为 极 大 平 
面 图 当 且 仅 当 G 的 每 个 面 的 次 数 均 为 3. 

证 明 

必要 性 . 

因为 G 为 简单 平面 图 ,所 以 G 中 无 环 和 平行 边 ,又 因为 和 是 
至少 3 个 项 点 的 极 大 平面 图 ,所 以 G 连通 旦 无 割 点 和 桥 , 证 是 G 
中 各 面 的 边界 均 为 圈 生 次 数 均 大 于 等 于 3. 下 面 只 需 证 明 各 面 的 
次 数 不 会 大 于 3. 否则 , 设 存在 面 Rsdeg (R)=S24, ME 11. 5 所 
R. 在 G5 平 面 嵌入 ) 中 ,车 vi 与 w 不 相 邻 ,在 只 内 加 边 (wi,o0s) 不 
破坏 平面 性 ,这 矛盾 于 G 为 极 大 平面 图 , 因 面 wm ,os* 必 相 邻 , 由 于 
Ri 的 存在 ,此 时 (wy,o4) 在 R, 的 外 部 .类 似 地 ,mw 地 必 相 邻 ,日 
Jo oB fE R 的 外 部 , 边 (o sv) 5 orv) BITE R, 的 外 面 ,无 
论 用 怎 伴 的 画 法 ,它们 必 相 交 , 这 又 矛盾 于 G 是 平面 图 (嵌入 ) ,所 
以 S=3. 
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充分 性 ， 


 # G 中 不 存在 不 相 邻 的 顶点 ,结论 显然 成 立 - 若 G 中 存在 不 
相 邻 的 顶点 ,只 需 证 明 G 中 任何 二 不 相 邻 顶点 之 间 再 加 边 均 会 产 
生 边 之 闻 的 相交 即 可 . 设 w,w 为 G 中 二 不 相 邻 的 顶点, 则 “pp 不 


可 能 都 在 外 部 面 Ro 的 边界 是 上 ( 


因 


为 Ro 的 边界 也 为 K). 因而 至 


少 有 一 个 顶点 ;比如 wv 不 在 Ro 的 边界 上 , 见 图 11. 6 所 示 . HI o 
关联 的 各 边 也 不 在 COR 的 边界 上- 设 G' 一 G 一 v,G' 中 存在 原来 
E o HA CAA u 与 不 相 邻 ,所 以 “不 在 C 上 . 由 约 当 定 理 可 
PË v) , 则 它 必 与 C 相交 ,所 以 G 是 极 大 平 曾 图、 上 


11. 


é 


定理 11.4 HAEE A A F si qp. 


定理 11.5 


o 相 邻 的 顶点 均 在 某 团 C 上 


noD RA 
证 明 由 定理 11.4 可知,G 


， 


的 


平面 图 G 中 ,CC 之 3. 


长 g(G) 一 3, 且 与 任意 顶点 


+ gG) 


3, 所 以 C 的 长 度 大 于 等 


于 3, 而 dv) 等 于 C 的 长 度 , 所 以 4(v) 宇 3, 由 于 vv 的 任意 性 ,可 知 


d=3. | 


设 G 是 二 阶 篇 单 于 面 图 ,用 添加 边 的 方法 ( 预 点 不 增 名 ?总 可 


以 得 到 含 G 作为 子 图 的 = 


图 . 则 称 G 为 极 小 非 平面 图 - 
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阶 极 大 平面 图 - 
定义 11.4 若 在 非 平 面 G 中 性 意 删除 一 条 边 , 所 得 


为 平面 


K, 和 Ks., 都 是 极 小 非 平面 图 . 
”在 本 节 结 束 之 前 还 应 该 指出 , 若 一 个 图 C 是 平面 图 , 则 它 的 
FETEI E C EAF RE UE M EA CERERE 
是 非 平面 


$1.2 欧 拉 公式 


欧 拉 CEuler) 在 研究 多 面体 时 发 现 , 多 面体 的 顶点 数 了 , 棱 数 
五 和 面 数 正之 间 满 足 
V — E+ F = 2. 
后 来 发 现 , 连 通 平面 图 G 的 阶 数 z A m EA +> 也 有 类 似 的 公 
式 . 


定理 11.6 对 于 任意 的 连通 的 平面 图 G, 有 
n=m+r=2, 
其 中 ,n,msr 分 别 为 G 的 阶 数 , 边 数 和 面 数 . 

证 明 对 边 数 普 作 归纳 法 . 

C1) mw 二 0 时 ,由 于 G 是 连通 图 ,所 以 G 为 平凡 图 ,公式 自然 
RE. 

(2) 设 当 m=kG21 hesione sr 4 m= k+ 1 时 ,对 GG 进行 
如 下 讨论 . 

若 G 是 树 , 则 G 是非 平 几 树 ,因而 存在 树叶 , 设 v 为 G 的 一 片 
树叶 , 令 G' 一 G 一 v, 则 G' 仍 然 是 连通 图 , 则 G' 的 边 数 加 一 一 1 一 
<&, 由 归纳 假设 可 知 


m — m' + = 2, 
RF noraa G 的 顶点 数 和 面 数 . 而 n' =n tr =r FE 
n — m + r = na + 1) m + 1) + ' = n' — m' + r' = 2. 
车 避 不 是 树 , 则 G 中 必 合 圈 , 设 为 G 的 某 团 上 的 一 条 边 , 令 
C 一 G 一 *, 则 C 仍然 是 连通 的 . 且 mw' 一 m 一 1 一 ,由 归纳 假设 知 


m — m' + r' = 2, 
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Tü n =s, =r—1,T, 
m — m + r = n' 《zz + 1) G + 1) 
=m m +r =2z Í 
定理 11. 6 称 为 欧 拉 公式 . 定理 的 条 件 “ 连 通 性 ?是 不 可 少 的 .- 
对 于 非 连通 的 平 而 图 有 上 下面 定理 , 
定理 11.7 对 于 任何 具有 ptp 这 2) 个 连通 分 支 的 平 而 图 GG， 


有 
n—=m+r=p+l 
成 立 , 其 中 nmr 分 别 为 @G 的 顶点 数 , 边 数 和 而 数 . 
证 明 G AERD EH Gi Gott Go JF nomor, 为 GG 
的 顶点 数 . 边 数 和 而 数 ,i 二 1,2,…,p- 由 欧 拉 公式 可 得 


m — m j ri = 2, i= 12",p， 
而 
m En., n Sns r Sy, +l, 
+E 全 ' T 
2$ 一 Vo — m, +r) 
= Sn 一 X> + > 
= n= m 十 了 十 P 一 l 
=>xn— m+ r= p+ 1. 
定理 11. 7 称 为 欧 拉 公 式 的 蕉 广 形式 . 
应 用 欧 拉 公式 及 其 推广 形式 可 以 得 到 平面 图 的 另外 一 些 性 
质 . 


定理 11.8 设 G 是 连通 的 平 而 图 , 且 G 的 各 而 的 次 数 至 少 为 
LUS), WJ G 的 边 数 m 与 顶点 数 盖 有 如 下 关系 ， 
i 


m< r 


证 明 由 定理 11.2 可 知 
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Cn — 2). 


2m > deg(R) >> 1 - >, a) 
= 


由 欧 拉 公式 知 
r=2+m-—n, 2) 
将 (2) 式 代入 (1) 式 ,得 
2m >I + m — n) 


= =< e 一 2) 1 


K@]11.21 利用 定理 11.8 证 明 K, 和 天:.: 都 不 是 平面 图 . 

证 明 (1) 证 K, 不 是 平面 图 . 25 K. 是 平面 图 ,由 于 天。 的 目 
长 g( 开 一 3, 所 以 天, 的 平面 嵌入 的 每 个 面 的 次 数 至 少 为 3, 即 “上 
之 3. 由 定理 11.8 X 


3 一 
l< y> — 2) 一 9， 


这 是 个 证 盾 , 所 以 K; 不 足 平面 图 . 

D 证 玉 :.: 不 是 平面 图 . 由 于 e (K.,)= E KK;.， 是 平面 图 ， 
则 它 的 平面 嵌入 的 每 个 面 的 次 数 至 少 为 4, 即 234, 于 是 
4 = 2 
这 又 是 个 政 盾 ,所 以 ,下 ;.; 也 不 是 平面 图 . 

至 此 ,可 以 用 两 种 方面 证 明 K; ,KK,.; 都 不 是 平面 图 . 
. 定理 11.9 设 G 是 有 pl(p 之 2) 个 连通 分 支 的 平面 图 ,各 面 的 

次 数 至 少 为 USD MAR m 与 顶点 数 n 有 如 下 关系 : 
m =< =e — p — 12. 
用 定理 11.7 证 定理 11.9. 
定理 11.10 设 G 是 n(n 之 3) 阶 m 条 边 的 简单 平面 图 , 则 
m = 3n — 6. 

证 明 设 G 有 zp 个 连通 分 支 ,Pp 之 1. 
# G 为 森林 ;风光 ==n 一 p 志 3n 一 6(n 这 3). 


9 =< 


(6— 2) = 8, 
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# G 不 是 森林 ，, 则 《中 存在 加 ,让 于 6 是 简 举 图 ,所 以 图 的 攻 
度 大 于 等 于 3， 而 各 面 的 次 数 至 少 为 (1 之 3), 75 一 1 十 75 在 / 
一 3 时 达到 最 大 值 3, 由 定理 11. 9 得 


G — p — 1) <ç 3@@ — p — l) 


=< 3G@m D= 3n —6. 1 
定理 11.11 HGA n BrOn2:3)m 条 边 的 极 大 平面 图 , 则 
m = 3n — 6. 
证 明 由 于 G 是 连通 的 ,由 欧 拉 公式 得 
r= Z+ m — n. (1) 
叉 因 为 G 是 极 大 平 而 图 ,由 定理 11.4 知 ,G 欧 每 个 面 的 次 数 均 为 
3, 所 以 


2m 一 acecm 一 3 (2) 
将 式 (1? 代 入 式 (2?> 中 ， 推理 后 得 
m= 3n —6. | 

注意 定理 11.11 中 的 m=3n—6 是 极 大 平面 (n 之 3 时 ) 的 必要 
条 件 ,而 不 是 充分 条 件 - 

定理 11.12 设 避 是 简单 的 平面 图 ,; 则 G 中 至 少 存在 一 个 顶 
点 ,其 度数 小 于 等 于 5. 

证 明 车 C 的 顶点 数 "<6, 结 论 是 显然 的 . 因而 仅 就 x 之 7 讨 
论 . 若 G 中 所 有 顶点 的 虞 数 均 大 于 等 于 6, 则 由 握手 定量 知 


2m 一 Dydw.) D 6n=>m Z= 3n, 
= 


这 与 定理 11.10 子 壬 . d 
由 本 定理 可 知 ,完全 图 KK.(n 之 7) 一 定 是 非 平 
天 ,Ks 已 经 都 是 非 平 面 图 了 . 
定理 11. 12 在 图 的 着 色 理 论 中 居 重 要 地 位 . 
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Ë 
H 
F 


:实际 上 ， 


$11.3 平面 图 的 判断 


1930 年 ,波兰 数学 家 库 拉 图 斯 基 发 表 论文 给 出 了 平面 图 的 判 
别 法 , 即 库 拉 图 斯 基 定 理 . 定理 有 两 种 在 拟 阵 理论 意义 下 的 对 个 形 
式 . 与 定理 有 关 的 概念 是 同 胚 与 边 收 缩 的 概念 . 关于 边 收缩 的 概念 
已 在 第 七 章 中 讨论 过 了 . 

定义 11.5 Resu) HEG 中 一 条 边 ,在 G 中 删除 。, 增 
加 新 的 顶点 wt u 5 o 35 ao RB C =G U uw), 
CGese)) , REG 中 插入 2 BE TLS zo. 设 由 为 G 中 一 个 2 度 顶 
Aow S uso 相 邻 ,删除 wd RA v), B C= Gw) U 
(o) h PK29fE G 中 消去 2 度 顶 点 w. 

定义 11.6 车 两 个 图 G, 与 G, 是 同 构 的 ,或 通过 反复 插入 或 
消去 2 度 顶 点 后 是 同 构 的 , 则 称 G, 与 G, BEER. 图 11. 7 中 
Ca), (b) PE E EER. 


(a) (by 
图 11.7 

定理 11.13 图 G 是 平面 图 当月 仅 当 G 不 含 与 天。 同 胚 子 
BERES K, AETA. 

定理 11.14 图 G 是 平面 图 当量 仅 当 G 中 没有 可 以 收缩 到 
K; 的 子 图 ,也 没有 可 以 收缩 到 Kt FE. 

以 上 两 个 定理 的 证 明 可 在 参考 书目 [53 中 查 到 ,这 两 个 定理 称 
为 库 拉 图 斯 基 定 理 . 

K[#i11.3] 证 明 图 11.8 PRH a), O, (ec) 图 均 不 是 平 
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面 图 . 


FE 


11.8 

证 明 (1) 对 (a) 进 行 讨论 . 
收缩 边 (c,d) ,使 < 与 dq 重合 ,再 收缩 这 届 , 让 ,使 5 与 g 重合 ， 
得 玉 ;; 由 定理 11.14 可 知 , Ca) 不 是 平面 图 . 
还 可 以 如 下 证 明 . 设 避 ==G 一 {la,c),(e,g)},C' 作 为 (4a) 的 子 


2835 K... EJES. HE E 11.13 nj Nl Ca) 
(2) 对 Cb) 进 行 讨论 . 
EOP KHa, S), (6,g),(e， 


K, HEFE 11. 14 A Op. 


是 平面 图 . 


h), (d,i), Ce, j), Br 4 E] 2 


还 可 以 这 样 考虑 . 令 GSG Gg) dse} M G 5 Kaaf 


有 耳 , 由 定理 11.13 可 知人 b) 不 是 平面 区 
这 说 明 彼 得 森 图 不 是 平面 图 . 
(3) 对 Ce) 进行 讨论 . 


. 其实, Cb) 图 为 彼得 森 


ap 


SG =G {ld f) eeh E ML G Ks PRE- 由 定理 11. 


13 可 知 , Ce) 453 FA. 


男 外 , 令 G"*=G 一 {Caye) laf) g) E M GE Kas 


JEE, Er, (C) AE FI Ed. 


〖 例 11.41 K, 有 哪些 非 同 构 的 连通 的 含 K... TEER 


子 图 是 非 平面 图 ? 
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解 DCA Kat K, 的 子 图 ,并 且 是 极 小 非 平面 图 - 根据 库 拉 
图 斯 基 定 理 , 在 K, 中 ,对 子 图 天 ,增加 1,2,3,4,5,6 条 边 的 所 有 
非 同 构 的 子 图 都 是 生成 子 图 并 且 是 非 平 面 图 . 共有 10 个 图 , 见 图 


QO WO 


DID 


§11.4 


平面 图 的 对 偶 图 


本 节 讨 论 的 是 平面 图 的 几何 对 偶 图 . - 
定义 11.7 设 C 是 平面 图 的 某 - 一 个 平面 嵌入 . 构造 图 G ` $m 


O) EG HENE R PRE G 的 一 个 顶点 a". 
(2) He 29 G B — 831 , E e fE G BJ I R, 和 R, 的 公共 边界 


Efi G* H e° 5 e 相交 ， 


H e XE G* BJ TMR u'o El e" = 


(e; e; ) ,e" 不 与 其 它 任何 边 相交 ，. 3 = G 中 桥 且 在 R, 的 边界 


上 ; 则 e* 是 以 R, 中 顶点 vw 
称 G* 为 G 的 对 偶 图 . 


为 端点 的 环 , 即 e" 一 《wr ,wv ). 


从 定义 不 难看 出 以 下 几 点 . 

《1) G* 为 平面 图 ,而 且 是 平面 钥 入 . 

(2) E e 为 G 中 的 环 , 则 它 对 应 的 边 e* 为 G" 的 桥 ,车 。 为 
G 中 的 桥 , 则 ”为 G° 中 的 环 . 


O G "是 连通 的 . 


《4) # G BSI R, 55 R, 


的 边界 上 至 少 有 两 条 公共 边 , 则 关联 


v To 的 边 有 平行 边 ,G' 多 半 是 多 重 图 . 


《5) 同 构 的 图 的 对 偶 图 


不 一 定 是 同 构 的 . 


图 11. 10 Pa), ORRA R 从 兰 C:, 但 它们 的 对 偶 图 (虚线 


边 所 示 的 图 )G? ÆG ,这 就 是 几何 对 偶 图 的 特点 - 
定理 11.15 设 G' 是 连通 平面 图 G 的 对 侦 图 ,n* ,mm' ,zr* 和 


nomor TAPA GA G BJ DU 


(1) z” =r; 
(2) m” 
(3) r” =n; 


mi 


点 数 、 边 数 和 面 数 , 则 


D 设 G* 的 顶点 vw 位 于 G 的 面 R 中 , 则 
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图 11.10 
dç. (v; ) = deg( R,) 
证 明 (1), (2) 的 成 立 是 显然 的 . 
O 由 于 G 与 G' 都 是 连通 的 平面 图 ,因而 都 满足 欧 拉 公式 : 
n — m + r = 2, (01) 
n' —m* + r* = 2, {2) 
是 ,由 (1),(2) 可 推出 


r* 2pm’ m" 2 + m= r = n. 
(4) B C, X R, 的 边界 ,Ci 中 有 k SORA k 条 非 祷 < 即 
: 条 边 在 R, 与 另外 面 的 公共 边界 上 ) ,于 是 C, 的 长 度 为 kat 2ki 
Bp 


> 


deg( R.) = ks 十 2. 
而 和 条 烽 对 应 vw Sbi ki PIR oko 条 非 桥 对 应 从 u: 处 引出 起 条 
边 , 于 是 
dg (v,] = k, + 2k1. 
故 结论 为 真 . 是 
定理 11.36 设 G" 是 具有 pCp 庆 2) 个 连通 分 支 的 平面 图 的 


”对 偶 图 . 则 


Az’ 一” 
(2) m` =m; 
B) r =n ptl; 
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(4) 设 v” 位 于 G 的 面 R, 中, 则 
do (v ) = deg( R.) . 
EP n'm” r'sm]smosr 同 定 理 11.15. 
证 明 只 有 (3)? 的 证 明 与 定理 11. 15 不 同 . 由 欧 拉 公式 的 推广 


得 

下 一 于 十 和 二 十 1 C1) 
由 欧 拉 公 式 得 

n" — m + r" = 2, (2) 
由 《1),(2? 可 解 出 : 


r" =n — ptl. 

定理 11.17 设 G"* 是 某 平面 图 G 的 对 侦 图 ,在 6G' 的 图 形 不 
改变 的 条 件 下 ,G*"* =G 当 且 仅 当 G 是 连通 图 - 

证 明 必要 性 显然 ,下 面 证 明 充 分 性 . 

内 为 G 连通 ,出 定理 11.15 可 知 ,r' 一 ** 这 说 明 G * 中 每 个 面 
S G 的 -个 基点 ,由 上" 产生 它 的 对 偶 画 G" RR PGH 
顶点 mm 作为 G DUS w tG RARE G 中 边 , 因 而 G”… 侍 
G. 1 

由 于 同 构图 的 对 偶 图 不 一 定 同 构 ,所 以 定理 11. 7 要 求 G "的 
位 轿 及 形状 不 改变 ,否则 会 出 现 G"'* 闫 G 的 情况 - 
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图 11. 11Ca) 中 实 线 边 所 示 图 为 平面 图 G , ERAR Bš 8] 29 
它 的 对 偶 图 G. b) FERHIER H E G; =G” ,但 桥 从 环 中 拿 
出 ,G7 的 对 偶 图 G7 " ,为 人 hb) 中 实 边 所 示 的 图 ,GT ' °G. 

定义 11.8 BG EFKE G 的 对 偶 图 , 若 GSG, WPR Ç 
是 自 对 偶 图 . 

自 对 偶 图 显然 都 是 连通 医 

定义 11.9 # x 1024383 Ca :内 放 署 一 个 顶点 ,使 其 与 
C._ 上 ”一 1 个 顶点 均 相 邻 ,所 得 简单 图 称 为 轮 图 , 记 作 W. , 4 > 
为 奇数 时 , 称 W, 为 奇 阶 辊 图 , 当 ”为 偶数 时 , 称 灰 。 为 偶 阶 轮 图 . 
另 放 置 的 顶点 称 为 轮 心 - 

4 11.12 中 ,Ca) 为 Ws, 它 为 偶 阶 轮 图 , Cb) 为 W, CERME 


图 - 
11.12 
轮 图 虽然 都 是 连通 的 平面 图 . W. 有 个 面 . 设 为 RoRo 
Ri1sRo,dcg (R) =deg(R:)} =- = deg (Rr) = 3, Mi deg (Ro) =n 
— 1. 
Er e 2k GETREDEN A We Wr 的 对 偶 图 We ,W?, 显 见 


=W, 
一 般 傅 况 KR W, 的 对 偶 图 W? W, 同 构 是 显然 的 , 它 


们 都 是 由 长 为 一 1 的 圈 与 一 个 特定 顶点 ( 轮 心 ?组 成 的 图 ,图 中 特 
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定 项 点 与 图 十 的 各 顶点 均 相 邻 ,只 是 特定 顶点 的 


是 有 有 下面 定理 . 
定理 11. 18 


raO E W, 是 自 对 偶 图 . 


SaArS 外 平面 图 


位 置 不 同 而 已 ,于 


定 尺 11. 10 È G 是 一 个 平面 图 , 若 G 存在 平 而 嵌入 G. Ea 
台中 所 有 顶点 都 在 他 的 一 个 而 的 边界 上 , 则 称 G 为 外 可 平面 图 ， 


简称 外 平面 图 - 


由 定理 11.3 可 知 ,外 平 而 图 存在 所 有 顶点 都 在 外 部 面 的 边界 


上 的 平面 嵌入 - 


到 11. 13 中 所 示 的 4 个 图 中 ,Ca),(b) 是 外 可 平面 图 , Ca) 的 所 


有 项 点 均 在 外 部 面 边界 上 ,而 (bh) 的 所 有 顶点 均 在 某 一 个 内 部 面 


边界 上 ,Cc),(d) 均 不 是 外 平面 图 . 


定义 LLII 


(ay ‘by 
(ey (d> 


图 11.13 


ROERE 


Pi 


* 若 对 于 G 


任 二 不 相 


邻 的 顶点 vv: S C =CU (u,v), 则 G' 不 是 外 平面 图 , 称 G 为 极 大 
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外 平面 图 . 
图 11.13 中 ,《a) 是 极 大 外 平面 图 ,而 (b) 不 是 极 大 外 于 
显然 外 可 平面 图 也 是 连通 的 . 
定理 11. 19 所 有 顶点 都 在 外 部 面 边界 上 的 nD hT 
平面 图 是 极 大 外 可 平 而 图 当 且 仅 当 G 的 每 个 面 的 边界 都 是 长 为 3 
的 图 ,外 部 面 的 边界 是 -个 长 为 = 的 图 . 

证 明 ”必要 性 . 

否则 ,车 存在 某 内 部 而 的 边界 不 是 长 为 3 的 图 或 外 部 面 的 边 
界 不 是 长 为 = 的 圈 ,都 会 推出 矛盾 来 .下面 分 情况 讨论 ; 

CD E R 2 G ñJ—4A- PR SBT R ,deg(R)=s>4. E R B YB P 
为 anuano JU o yoa, "°° sv 均 在 外 部 面 的 边界 上 . ZE R AMA 
不 破坏 外 可 平面 性 ,这 与 G 是 极 大 外 平面 图 矛盾 . 

(2) 若 忆 的 外 部 面 Ro 的 边界 不 是 圈 , 由 G 的 连通 性 ,Ro 的 边 
界 必 为 非 医 的 简单 回路 ,于 是 存在 G 的 割 点 vv, 它 连接 两 个 以 上 的 
; 见 图 11. 14 所 示 . 在 这 些 圈 上 , 必 存 在 属于 不 同 圈 的 不 相 邻 项 
点 vi ,wv ,使 得 GU G ww) 不 破坏 外 可 平面 性 ,这 矛盾 于 G 是 极 大 
外 平面 图 . 


8 


面 图 . 


E 


图 1114 


充分 性 . 
E G 只 有 一 个 内 部 而 , 则 G 为 Ka TI G 为 极 大 外 平面 图 . 
设 G 至 少 有 两 个 内 部 面 ,此 时 G 的 面 数 r =3, deg (Ro) 24, VE 
R, 的 边界 为 C, W| G 中 顶点 vsv ao 依次 地 位 于 C E. H v, 
vi (sZ22) 28 G 中 不 相 邻 的 顶点 ,车 在 G 中 再 加 边 e 一 fw,otsj se 
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只 能 位 于 外 部 面 Ro 或 若干 个 内 部 面 中 . 车。 位 于 内 部 面 中 , 它 至 
少 位 于 两 个 内 部 面 中 ,因而 必 产 生 边 的 相交 ,这 了 矛 拓 于 G 为 平面 
+ e 位 于 Ro PHB tiei strprsttt sUrpai BÈ ViDi aD, U1 
Uas ttu 变 成 只 位 于 内 部 面 边界 上 的 顶点 了 ,这 矛盾 于 G 是 
外 可 平面 图 ,于 是 G 是 极 大 外 可 平面 图 . 1 上 
推论 ”对 于 阶 外 平面 图 ,总 可 以 用 添加 新 边 的 方法 得 到 极 
大 外 中 面 图 - 

定理 11.20 设 G 是 所 有 顶点 均 在 外 部 面 边 界 上 的 n(n 这 3) 
阶 极 大 外 平面 图 , 则 (有 "一 2 个 内 部 面 - 

证 明 用 归纳 法 证 明 ,n 二 3 时 ,G 为 天;, 结 论 成 立 . 设 = 一 下 之 
4 时 结论 成 并 ,x 二 下 十 1 时 ,由 定理 11. 19 容易 证 明 G 中 存在 2 度 
顶点 , 设 避 为 G 中 2 度 顶 点 ,令吉 一 G 一 6; 则 CG' 的 内 部 面 仍 为 
外 部 面 的 边 界 为 长 度 为 十 1 一 1 一 的 圈 , 由 定理 11.19 知 G' 是 下 
阶 极 大 外 平面 图 ,由 归纳 假设 知 G 有 * 一 2 个 内 部 面 ,于 是 G 有 天 

2 十 1 一 一 1 一 & 十 1 一 1 一 1 一 n 一 2 个 内 部 面 . 1 

定理 11.21 设 G 是 n(n 之 3) 阶 极 大 外 平面 图 , 则 

Q) m=2n— 3 P m A G 中 边 数 ; 

(2) G 中 至 少 有 3 个 顶点 的 度数 小 于 等 于 3; 

(3) G PEDA 2 个 巴 点 的 度数 为 2; 

(4) G 的 点 连通 度 < 一 2. 

证 明 (1) 由 定理 11.19 和 11. 20 可 知 ,G 有 (n 一 2) 个 次 数 
为 3 的 内 部 面 ,一 个 次 数 为 的 外 部 面 ,由 定理 11.2 知 ， 

2m 一 >)deg(R) = 3 - (n — 2) +r = dn — 6 


>m = 2n — 3. 
《2) 由 定理 11.19 可 知 ,Y vE V (G),2(VZ2., # G 中 至 多 
有 2 上 项 点 的 度数 委 3, 则 (一 2) 个 顶点 的 度数 之 4, 于 是 
2m = > deg(RD) Z ¿G — 2) + 2 Xx 2 
=m Z= 2n — 2. 
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由 (1) 得 
2n — 3 Z= 2x — 2. 

这 是 矛盾 的 . 

G) 由 定理 11. 19 和 11. 20 可 知 ,在 G 中 ,长 度 为 = 的 外 部 面 
的 边界 C 包围 ”一 2 个 内 部 面 . 含 2 度 顶点 的 内 部 面 的 边界 与 C 
有 了 两 条 公共 按 而 不 含 2 度 顶点 的 内 部 面 的 边界 与 C 至 多 有 一 条 
公共 边 . 若 G 中 至 多 有 一 个 2 度 项 点 , 则 C 的 长 度 委 2 十 人 一 2 一 
1) 一 = 一] ,这 与 C 的 长 度 为 ”是 矛盾 的 . 

(4) Æ n=3, 0) G 为 天 :结论 成 立 , 即 x(G) = 2. F IE n2Z>4 
讨论 . 由 定理 11. 19 可 知 ,G 中 无 割 点 ,所 以 (GOR. 

中 存在 度数 大 于 等 于 3 的 顶点 ,否则 G 为 长 为 x 的 圈 , 这 与 
它 是 极 大 外 平面 图 矛盾 .不妨 设 ww 是 G 中 最 大 度数 顶点 之 一 , 则 
d Co, 23. KE G =G vn WJ G PETERR vou 0 N o 
与 如 一 yw 一 AR M G — v, 2 dF E 58 E, BI 
{uv 128 G WARR, LA OSR. RERE OOS. Í 

定理 11.22 一 个 图 CG 是 外 平面 图 当日 仅 当 G PRASK, 
或 Ka ARAETA. 

证 明 请 参阅 参考 书目 [6]. 

根据 定理 11. 22 立刻 可 知 图 11. 13 中 (c),(d) 部 不 是 外 平面 


$11.6 平面 图 与 哈密 尔 顿 图 


判断 任意 给 定 的 图 是 否 为 哈密 尔 顿 图 是 个 至 今 还 没有 解决 的 
难题 . 什么 样 的 平面 图 一 定 是 哈密 尔 顿 图 ,在 图 论 发 展 中 上 也 有 一 
个 认识 过 程 . 四 面体 图 、 六 面体 图 .十 二 面体 图 部 是 3- 连 通 的 3- 正 
则 平面 图 ,都 是 哈密 尔 顿 图 ,1880 年 泰 特 CTait) 曾 提出 如 下 猜想 : 

“每 个 3- 连 通 的 3- 正 则 平面 图 都 是 哈密 尔 顿 图 ” 
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ARRETRARE S Eu pq a yp. E, E 60 £ 
年 , 即 1946 年 托 特 (Tutte) 给 出 了 一 个 46 阶 的 反例 ,否定 了 泰 特 
的 猜想 . 这 个 反例 称 为 托 特 图 , 见 图 11. 15 所 示 . 


为 了 给 出 更 小 阶 数 的 反例 ,格林 堡 (Grinberg) 于 1968 年 给 出 
了 一 个 平面 图 都 是 了 哈密 尔 顿 图 的 一 个 必要 条 件 , 多 下 面 定 理 . 

定理 11.23 设 G 是 n 阶 简单 平面 图 且 是 哈密 尔 顿 图 ,C 为 
G 中 一条 了 蛤 帘 尔 顿 回路 - 以 x ,rn," 分 别 表示 在 C 的 内 部 和 在 的 
外 部 的 次 数 为 的 面 数 , 则 


36 De — n = o 
证 明 G 中 药 边 被 分 成 3 类 :在 C 上 的 ,共有 ，” 条 ;在 C 内 的 
《 称 为 内 弦 ); 在 C 外 的 ( 称 为 外 弦 ). 设 mr 为 内 弦 数 ,外 弦 数 应 为 
m— atm) m 为 总 边 数 . 
因为 删除 一 条 内 总 ,内 部 面 减 少 1, 所 以 应 有 


Er = m + im = Dyl. (1) 
: = 


x. 为 每 条 内 弦 均 在 两 个 内 部 面 的 边界 上 ,而 C 上 的 每 条 边 殉 在 
一 个 内 部 面 的 边 田 上 ,因而 内 部 面 次 数 之 和 为 


© 下 一 章 介 绍 "由 色 畏 想 ”. 
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Din! = 2m Tn 2 
< 


《D 代 入 (2) 经 过 整理 得 ” 

SG Dr = a 2, C3) 
类 似 地 有 T 

De- Dr =n 2. w 
(3)-(4) 得 T 


DG 一 20(m 一 一 0 1 
[611.5] 图 11. 6 所 示 的 图 是 平面 图 并 且 是 哈密 尔 顿 图 . 
证 明 图 中 不 存在 过 边 (a,5) 的 哈密 尔 顿 回路 .图 中 数字 为 所 在 面 的 
次 数 . 


证 明 BEII, i C 为 过 边 (a,6) 的 哈密 尔 顿 回路 ,由 定理 
11. 23 可 知 
(rar 0 
Oy 


由 于 C 过 边 (a,8), 所 以 次 数 为 3 的 面 为 内 部 面 ,次 数 为 8 的 面 为 
外 部 面 ,于 是 ,rs 二 17 二 0,re' 一 0, 耐 re" 一 1, 这 4 个 数 代 入 (1) 得 
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Rir — r) + lr — rs”) = 5. (23 
因为 ze) 一 2, 所 以 边界 过 c 的 次 数 为 4 的 面 是 内 部 面 , 另 一 个 次 
数 为 4 的 面 有 两 种 可 能 , 因 面 re 一 1,r 一 1 或 六 一 277 一 0 代入 


(2)， 

alr =r”) =5, (3) 
或 (3r! 一 re) =1. Q) 
图 中 有 5 个 次 数 为 5 的 面 , 设 其 中 有 j 个 是 内 部 面 ,5 一 j 是 外 部 
m TE 


3(r — r") = 6j — 15, j= 5,4,1,0. (5) 

JJ 一 5 时 ,3(rs — rs") =15, 

一 4 时 ,3{rs 一 ro =9, 

一 3 时 ,3(rs 一 ro) =3, 

jj 一 2 时 ,3(ry 一 rs) 一 一 3， 

j=1 时 ,3(rs r") =—9, 

一 0 时 ,3(rs 一 rs) 一 一 15- 

无 论 哪 种 情况 都 不 满足 (3) ,也 不 满足 (4) ,所 以 G 中 不 存在 
过 边 (a,8) 的 险 窗 尔 顿 回路 

1967 年 荧 德 贝 格 (Lederberg) 给 出 了 一 个 38 阶 的 3- 连 通 的 
3- 正 则 平面 图 , 见 图 11.17(a) 所 示 - 


11.17 
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把 


顿 


是 
过 
的 
作 


H 


它 作为 泰 特 猜想 的 又 一 个 反例 . 
【 例 11. 6 证 明 莱 德 贝 格 图 [图 11. 17(a? 所 示 ] 不 是 哈密 尔 


图 . 
证 明 车 该 图 为 哈密 尔 顿 图 ,因而 必 存 在 哈密 尔 顿 回路 , 设 C 
一 条 哈密 尔 顿 回路 ,由 例 11.5 可 知 ,C 必须 经 过 边 (a,5), 又 经 


边 (c,q) ,这 相当 于 证 明 图 11. 17 中 (hb) 图 有 婚 经 过 。 又 经 过 e, 
险 密 尔 转 回路 ,但 (b) 图 中 不 存在 这 样 的 验 密 尔 顿 回路 (证 明 留 
ya. 
M 11.5 还 可 以 证 明 托 特 图 不 是 哈密 尔 顿 
那么 ,到 嵌 什 么 样 的 平 而 疼 才 是 哈密 尔 顿 图 


MB? 托 特 于 1956 


F 给 出 了 下 而 定理 . 


定理 11.24 ”任何 4 连通 平 而 图 都 是 哈密 尔 顿 疼 . 
BEBH A 8. 


习题 十 一 


1. 征明 图 11.18 所 示 二 图 均 为 平面 图 . 


=< = 


图 11.18 
2. 用 约 当 定理 证 明 KK;. 不 是 平面 图 . 
3. 证 明正 多 面体 图 (柏拉图 图 ) 有 且 仪 有 5 种 . 
4. 设 口 是 简单 平面 图 ,. 面 数 712,8(G) 实 3, 
《17 证 明 Ç 中 存在 次 数 小 于 等 于 4 的 面 : 
《2) 举例 说 明 , 若 + 二 12, 其 它 条 件 不 变 , 则 (1) 中 结论 不 真 ， 
5. 设 C 是 w 阶 以 条 边 的 简单 平面 图 ,已 知 m<30, 证 明 存 在 vEV(f)， 
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使 得 dCV D4 

6. 设 避 为 4 阶 吉 条 边 的 简单 连 遂 平面 图 ,证 明 : 当 mn 一 7;m 一 15 B G J 
极 大 平面 图 . 

7. 设 G 是 Cn 这 11) 阶 无 向 简单 图 ,证 明 避 或 互 必 为 非 平 面 图 

8. 利用 政 拉 公式 证 明定 理 11.4 的 充分 性 - 

9. 证 明 图 11. 19 所 了 示 各 图 均 为 非 于 面 图 . 


(a) tb) (c) 


11.19 

"10. 画 出 所 有 6 阶 连 通 的 简单 非 同 构 的 非 平 面 图 - 

11. 设 = 阶 各 条 过 的 平面 图 是 自 对 偶 图 ,证 蛤 普 一 22 一 2 

12, 设 G 为 极 大 的 平面 图. 征明 G 的 对 偶 图 G ` 是 2- 边 连通 的 3- 正 则 
图 . 

13. 设 G 是 2- 边 连通 的 简单 平面 图 ,县 每 两 个 面 的 边界 宇多 有 一 条 公 共 
边 , 证 明 G 中 至 少 有 两 个 面 的 次 数 相间 

14. 证 明 ;平面 图 G 的 对 偶 图 G° 是 欧 拉 图 当 生 仅 当 G 中 每 个 面 的 次 数 
均 为 偶数 . 

15. 证 明 ,不 存在 具有 5 个 面 , 且 每 两 个 面 的 边界 都 共享 一 条 公共 边 的 
平面 图 . 

16. 设 G 是 连通 的 3- 正 则 平面 图 ,r; 是 G 中 次 数 为 i 的 面 的 个 数 ,证 明 

12 = 3rs + 2ra + rs — rs — 2ra — 3ra — on 

17. Ék G E nt 之 7) 阶 外 平面 图 ,征明 已 不 是 外 平面 图 . 

18. EE 11. 17(b) 是 哈密 尔 顿 图 ,但 不 存在 既 含 边 e RE e 的 哈 
密 尔 顿 回路 . 

19. 证 明 图 11.15 所 示 的 托 特 图 不 是 哈密 尔 屯 图， 
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第 十 二 章 图 的 着 色 


图 的 着 色 问 题 起 源 于 四 色 猜 想 . 所 谓 四 色 狂 想 是 要 求证 明 这 
样 的 间 题 ; 至 多 用 4 种 颜色 给 平面 或 球面 上 的 地 图 着 色 ,使 得 相 邻 
的 国家 着 不 同 颜色 . 这 个 问题 的 提 法 简单 易 懂 , 但 时 至 今日 还 没有 
得 到 很 好 的 解决. 本 章 介绍 图 中 顶点 \ 边 和 平面 地 图 的 面 着 色 问 
题 . 


$12.1 点 着色 


本 苞 讨 论 的 是 无 环 的 无 向 图 - 

定义 12.1 对 无 环 图 C 顶点 的 一 种 着 色 ,是 措 对 它 的 每 个 顶 
点 涂 上 - -种 颜色 ,使 得 相 邻 的 顶点 涂 不 同 颜色 , 若 能 用 k 种 颜色 给 
G 的 顶点 着 色 ,就 称 对 G 进行 了 着色 ,也 称 G 是 和 可 着 色 的 , 若 
G 是 上 可 着 色 的 ,但 不 是 仿 一 1)- 可 着 色 的 ,就 称 G 是 大 色 图 , 称 
这 样 的 为 G 的 色 数 , 记 作 X(G) =k. 

从 定义 不 难 证 明 下 面 定理 . 

定理 12.1 X(G)=1 当 且 仅 当 G AFA. 

定理 12.2 XK) =n. 

定理 12.3 奇 圈 和 奇数 阶 轮 图 都 是 3- 色 图 , 面 偶数 阶 轮 图 为 
4- 色 图 . 

定理 12.4 图 G 是 2- 可 着 色 的 当 且 仅 当 G 为 二 部 图 ， 

推论 1 X(G)=2 当 且 仅 当 G 为 非 零 图 的 二 部 图 . 

推论 2 图 G 是 2- 可 着 色 的 当 且 仅 当 G 中 不 含 奇 园 - 

本 推论 出 定理 7. 8 得 证 . 

定理 12.5 对 于 任意 的 图 G, 均 有 
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x(G) < AG) + 1. 

证 明 对 G 的 阶 数 = 作 归纳 法 . 

n=1 时 ,结论 显然 成 立 . 

设 上 一 时 结论 成 立 , 设 G 的 阶 数 n=k+ lo 为 G 中 任 一 顶 
O G, =G— o, G, 的 阶 数 为 上 ,由 归纳 假设 应 有 x(G, < 
AGD HISA) +1. 3438 G, 还 原 成 G 时 ,由 于 至 多 与 G 中 
AKCG) 个 顶点 相 邻 ,而 在 G 的 点 着 色 中 ,44G) 个 顶点 至 多 用 了 A 
《G) 种 颜色 ,于 是 A(G) 十 1 种 颜色 中 至 少 存在 一 种 颜色 给 wv 着色， 
Eo 与 相 邻 的 顶点 均 着 不 同 的 颜色 1 

对 有 些 图 来 说 ,定理 12. 5 中 给 出 的 色 数 的 上 界 是 比较 大 的 ， 
例如 , 若 马 是 二 部 图 ,4(G) 可 以 很 大 ,但 XG) 一 2. 于 是 有 必要 缩 
小 定理 中 XC(G) 的 上 界 . 布告 克 斯 (Brooks) 改 进 了 定理 12. 5 中 
XCG) 的 上 界 ,不 过 要 求 G 不 是 完全 图 ,也 不 是 奇 圈 , 因 为 若 G 为 
阶 完全 图 或 4 阶 奇 圈 . 则 XCG) 二 4(G) 十 1. 下 面 定理 为 布鲁克 斯 
定理 . 

EH 12. 6(Brooks) 设 连通 图 不 是 完全 图 K. (nm 之 3) 也 不 是 
奇 圈 , 则 


XG) < AG). 
本 定理 的 证 明 请 参阅 参考 书目 [6], 
〖 例 12.11 证 明 彼得 森 图 的 色 数 x—3. 
证 明 
方法 一 - 用 定理 证 明 ,由 布鲁克 斯 定理 可 知 ,X<4 一 3. 又 因为 
图 中 有 奇 圈 , 由 定理 12. 3 TA, KTA x=. 
方法 二 . 因为 图 中 有 奇 圈 , 由 定理 12. 3 可 知 ,X 之 3, 又 因为 
中 存在 3 种 颜色 的 着 色 , 即 图 是 3- 可 着 色 的 , 见 图 12.1 所 示 ,图 中 
顶点 处 所 标的 数字 i 表示 该 顶点 所 涂 第 : 种 颜色 ,一 1,2,3, 所 以 
x<3,Ék xX—3. 
定理 12.7 对 图 G 进行 xX(G)- 着 色 , 设 ` 
V, = {viv € V(G) B o RØE i)i = 1,2,-- XCG)， 
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MI H= {V Vrs Vno) E: VORI- -个 划分 . 
本 定理 的 等 价 形式 为 ， 
定理 12.7 对 图 G 进行 xX(G)- 着 色 , 设 
R= {<u v> |u,z € V(G) B u,v 涂 一 样 颜色 )， 
则 RR 是 VCG) 上 的 等 价 关系 . 
以 上 两 上 定理 证 明 简单 . 


$12.2 色 多 项 式 


本 节 中 所 谈 图 仍 指 无 环 无 向 图 . 

定义 12.2 设 G 是 w 阶 无 向 图 .对 G 进行 的 两 个 上 着色 被 认 
为 是 不 同 的 ,是 指 至 少 有 一 个 顶点 在 两 个 着色 中 
以 f(G, 刀 表示 局 的 不 同 着 色 方式 的 总 数 , 称 AKCG,) 为 G 的 色 


多 项 式 . 


F 被 涂 不 同 颜 色 ， 


车 RLL) ,显然 有 (G= 0, m OEE AGOS 的 


最 小 整数 . 
对 于 任意 给 定 的 图 


G, 求 它 的 色 多 项 式 不 是 一 件 容易 的 对 


定理 12.8 f{K,,k) =kk— 1) (knl), fN k) =ë", 
其 中 K N, DA n 阶 完全 
证 明 给 KK, 的 顶点 标定 为 ,vss… ,ww 显然 ,可 用 种 颜色 
中 的 任 一 种 颜色 给 wm 涂 色 , 可 用 剩 下 的 一 1 种 颜色 中 的 任何 一 


种 给 o, 涂 色 ，…… * 最 后 用 (一 * 十 1) 种 颜色 中 的 任何 一 种 给 =, 
涂 色 ,由 乘法 法 则 有 
FIK, k) = klk — 1: C& — n + 1). 

N, rR tE fo] TR s Ap PJ LA F £ Th ËR fe, rh 85 T£ fal — Phi t, , Br A 
JUN. k) =b. 1 

推论 SUK.) = f( K. k] &—n+1),n222. 

[ËJ 12.2) K f( K.,6) nl. 

解 天 ,6) 一 6， 

/f(K,,6) =f(K,.6) 。(6 一 2 十 1) 一 6X5 一 30， 

J(K,,6)= f(K.,6) * (6—3+-1)=30X4=120, 

f(K,.6)= f(K,,6) + (6—4+1)=120X3=360, 

Jf(K,;.6)=360x2=720, 

Jf(K i ,6)=720x1=720, 

Jf(K,,6)=0,n>7. 

定理 12.9 在 无 环 无 向 图 GG 中 ,VCG) = {010s 

A) e=(ə,,u,) EEG) M 

FGk) = f(G U (vsv) sk) + FGN osv) sk). 

(2) e= {vv0) € ECG) , 则 

FCG, k) = f(G 一 et) — f (Gek). 
其 中 ,GN\w,,w,) 在 这 里 表示 将 wv,v, 合并 成 一 个 顶点 ww 使 它 关 联 
vov, 关联 的 一 切 边 - 

证 明 1) 在 G 的 着 色 中 ,顶点 vi,vw, 涂 不 同 颜色 的 着色 数 
正好 等 于 GU œ vh k FERT oov, 涂 相同 颜色 的 上 着 色 数 
又 正好 等 于 GM vi,v,) 的 着 色 数 ,于 是 

FGk) = f(G U Curv) sk) + FGM ow) sk). 

(2) 由 于 vov, 在 G 中 相 邻 ,所 以 在 G ËJ k RET voo, PAE 
涂 相同 颜色 . 而 在 G 一 e 的 上 着色 中 , 羽 ,v, 可 以 涂 相 同 的 功 色 ,也 
可 以 涂 不 同 的 颜色 ,又 在 Ge 中 ,代替 ww 的 顶点 ws 的 每 种 着 
色 ,都 对 应 着 G 一 e P v.o, 涂 相同 颜色 的 一 种 上 着 色 ,于 是 
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7CG + f(GNe,k)Y = f(G — e.k), 
Bp FG, k) = JG — ek) — f(GNe,k). I 
推论 SG O= f[(K, k] + f(K.,k] +. + f[K., . 且 
XG) =min{m n n Y. 
证 明 反复 对 A(G,#) 应 用 定理 12.9 中 的 (1) ,及 x(G) 是 使 
FG b> 的 最 小 的 ,本 推论 得 证 1 上 
K@J12.3] 求 图 12. 2 所 示 图 GG 的 色 多 项 式 . 


BI 12.2 
解 在 使 用 定理 12.9 中 公式 (1) 进 行 演算 时 , 若 出 现 平 行 边 
都 只 保留 一 条 边 . 演算 中 图 的 变化 过 程 如 图 12. 3 所 示 . 
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由 图 12. 3 最 后 一 步 可 得 

J(G,k)= SK, k) HISK, k) FUK: k) 

k(&—1)G —2)(—3)Gk—4)+3k(k—1) Gk da2) 3H 
(一 1) (一 2? 

k(R—1)G — 2) Ck? 一 7 十 12 十 3 一 9 十 1) 

=k(&—1)G — 27 

=k —7k'-F18k2— 2082 +H 8k. 

由 以 上 演算 可 知 ,XC(G) 一 min{5,41,3) 二 3, 当 上 二 3 时 ,了 (G， 
3)=6. 

可 以 证 明 色 多 项 式 有 下 列 性 质 . 

D fA(G, 娩 是 nr 次 多 项 式 , 其 中 为 G 的 阶 数 ; 

(2) GOPR 的 系数 为 1, 常数 项 为 0; 

(D RTRA mm 为 台中 边 数 ; 

(4) EGA p TEADA GGG p=, Wl 


, 
SG = [JA G); 


《5) KG 中 ,系数 非 0 KITARRE Rp 29 G E 
通 分 支 数 . 
(6) A(G,&) 的 系数 符号 是 正 负 交替 的 . 
定理 12.10 V 是 G 的 点 割 集 , 且 CIVY,] 是 G 的 1:| 阶 完 
全 子 图 ,G 一 了 有 p(02>2)13E3S 43 G. G... G, W 
TIE.) 
J(G,k) = FEARI 
Ep, H= GUV UV (GD)],i=1,2," p- 
证 明 为 对 GLV1] 的 每 种 着 色 , H, 有 Ok) 
Jf(G[V.,],#) 种 多 着 色 , 所 以 
fCH,,R) 


FFCG AD = f(G[V ,J,E) - II Zea, 


z (H;,k 
=l TATA 1 

定理 12. 11 了 是 =” 阶 树 当 且 仅 当 AT OSD 

证 明 必要 性 . 对 边 数 m 作 归 纳 法 . 

m= 0 或 1 时 结论 成 立 . 

设 mr(r 之 2) 时 结论 成 立 . 当 边 数 m= r+ 1 时 ,顶点 数 = 一 ~ 
十 2.G 中 必 存 在 悬挂 顶点 及 悬挂 边 . 设 o 为 悬挂 顶点 ,(o,az) 为 悬 
挂 边 , 则 u 是 割 点 ,7 一 4z} 是 点 割 集 .GLV 是 以 为 顶点 的 完全 
4 K,.G—V, 有 dc(u) 二 t 个 连通 分 支 T,T，,…,T,, 每 个 连通 分 


支 都 是 树 , 设 x, AT KTAS Unn. i& H,=GLV, UV 
CT. ], W| ZZ. E: ni 条 边 的 树 ,i 二 1,2,… t, B aSr, H 3384812 5 
道 JEH, k) =EGk— 1)", —1,2,---,z. 由 定理 12.10 得 

ll (有 

[pe — D” 


Ei 


FT. k) = 


e pë» 
EG -Dà Ek De 
充分 性 . 

= 
fT RRR—1)" =k, > C, u gC 1) 

< 
— s eC D=] 
GTD OTE pe: (一 TD 


k| £” 一 《于 一 ) + 


k" — (a1 
由 以 上 式 子 可 看 出 ,f(T,k) 是 次 多 项 式 ,所 以 本 的 阶 数 为 ,又 
各 “的 系数 为 一 (n 一 1), 所 以 TT 的 边 数 为 一 1, 又 因为 系数 非 0 项 
的 最 低 次 寡 为 上 所 以 了 是 连通 的 ,于 是 了 是 树 1 
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定理 12.12 GÆ nfa 
f(G,k) = (& — 1)" + (— "Ro 1). 
证 明 对 SG 的 阶 数 = 作 归纳 法 . 
4 二 3 时 ,G 为 3 阶 完全 图 ,由 定理 12. 8 可 知 Gk) =k 
1 (一 2) 二 导 一 1)? 十 (一 1)(% 一 1) ,所 以 有 ==3 时 结论 成 立 . 
设 4==r(r 这 4) 时 结论 成 立 .x 一 "十 1 时 ,从 GG 中 任 取 一 条 边 。， 
则 G 一 e 为 r 十 1 阶 树 , 由 定理 12. 11 可 知 ， 
FG — e) = k(& DHL 
而 GNe 为 r 阶 图 ,由 归纳 假设 可 知 
FGO = + R O 1). 
由 定理 12.9 中 (2) 式 可 得 
fGG.,E)= f(G—e,ky— f(GNe, k) 
kæ — (&—1)—(—1'G—1 
1—1) 
=D HIVERS D 
= Q&I. 1 
[012.4] 某 系 二 年 级 学 生 共 选修 全 校 性 的 选修 课程 ” 门 ， 
期 末 考 试 前 应 将 这 z 门 课程 先 考 完 , 要 求 每 天 每 个 学 生 至 多 只 能 
参加 一 门 课程 的 考试 ,至 少 需要 几 天 才能 使 每 个 学 生 将 所 选 的 课 
程 都 考 完 ? 当 a= 5 时 , 设 这 5 门 课程 分 别 为 cwcr，… es, BAA RY 
学 生 王选 c, 又 选 co， 有 的 既 选 c, 又 选 c:, 有 的 降 选 c: 又 选 cs, 有 的 
BEE c. 又 选 , 也 有 的 既 选 cr, 又 选 cs*, 问 在 安排 最 少 天 数 的 条 件 
下 ,至 多 有 多 少 安排 方案 ? 
解 EVS coco e IRERE. 又 设 SARA c 的 
学 生 集合 , 若 SCO SC 2 @ Aj AE c, 与 c 相 邻 ,做 无 向 简单 
图 G, 给 如 的 顶点 集 一 种 上 32XCG)) 着 色 , 同 色 项 点 对 应 的 课程 
可 以 同一 天 考试 ,于 是 就 得 到 一 种 安排 方案 , 当 & 一 XGG) 时 所 得 方 
案 安排 的 天 数 最 少 . 
当 m 一 5 时 ,由 题 设 SC SC S @,S(c.D 1SCc 05 @, 
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SG) SC ON D SCANS CDN @ B SY) DSC) @ , JE 
得 图 G 如 图 12. 4 所 示 . 容易 知道 x(G) 一 3, 于 是 至 少 安排 3 天 才 
能 考 所 有 课程 . 


图 124 
求 色 多 项 式 A(G ,并 计算 fCG,3), 就 可 以 得 出 最 多 的 安排 
方案 数 , 用 定理 12. 9 或 定理 12. 10 均 可 求 出 色 和 多 项 式 
Jf(G,&) = k5 — 5kt + 9k? — TR? + 2k, 


于 是 
FG, XG) = f(G,3> = 24. 
所 以 ,在 安排 最 少 天 数 的 情况 下 ,至 多 有 24 种 安排 方案 . 


$5123 ”地 图 的 着 色 与 平 图 藤 的 点 着 色 


定义 32.3 连通 的 无 桥 平面 图 的 平面 杠 入 及 其 所 有 的 面 称 
为 平面 地 图 或 地 图 ,平面 地 图 的 面 称 为 “国家 ” 若 两 个 国家 的 边界 
至 少 有 一 条 公共 边 , 则 称 这 两 个 国家 是 相 邻 的 . 

定义 12.4 平面 地 图 G 的 一 种 着 色 , 是 指 对 它 的 每 个 国家 涂 
上 一 种 颜色 ,使 相 邻 的 国家 涂 不 同 种 颜色 . 若 能 用 种 颜色 给 G 
着 色 , 就 称 对 G 的 面 进行 了 & 着 色 , 或 称 G 是 - 面 可 着 色 的 .车 G 
是 - 面 可 着 色 的 ,但 不 是 (一 1)- 面 可 着 色 的 ,就 称 G 是 失色 地 
图 ,或 称 G 的 面色 数 为 , 记 作 XX" (G=. 
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对 于 地 图 的 面 着 色 可 以 道 过 平面 图 的 点 着 色 来 研究 ,这 是 
为 平面 图 都 有 对 偶 图 - 

定理 12.13 地 图 G 是 &- 面 可 着 色 的 当 且 仅 当 它 的 对 偶 
G* 是 可 着 色 的 . 

证 明 ”必要 性 .给 G 的 一 种 着 色 , 由 定理 11.15 可 以 知道 ， 
n" =r E G 的 每 个 面 中 含量 只 含 G "的 一 个 质点 : 设 位 于 G 的 
面 R. 内 ,将 wv RR MAE. BIE o 与 v; 相 和 邻 , 则 由 于 R. 与 
R, 的 颜色 不 同 ,所 以 vi 与 wv” 颜色 不 同 , 妈 G* 是 二- 可 着 色 的 . 

类 似 可 证 充分 性 . 上 

可 以 将 定理 12. 13 等 价 地 叙述 成 如 下 形式 、 

定理 12.14 设 G 是 连 道 的 无 环 的 平面 图 ,G' 是 G 的 对 偶 
图 , 则 G 是 -可 着 色 的 当 且 仅 当 G* 是 二 面 可 着 色 的 . 

定理 中 的 G' 是 地 图 (因为 G 中 无 环 , 所 以 G PER. 

由 以 上 两 个 定理 可 知 ,研究 地 图 的 着 鱼 ( 面 着 色 ) 等 价 于 研究 
平面 图 的 点 着 色 . 
利用 定理 11. 12 可 以 证 明 任何 平面 图 都 是 6- 可 着 色 的 ,进而 
可 以 证 明 任 何平 面 图 都 是 5- 可 着 色 的 ,但 用 定理 11. 12 不 能 证 明 
任何 平面 图 都 是 4- 可 着 色 的 - 

定理 12.15 ”任何 平面 图 都 是 6- 可 着 色 的 . 

证 明 ”不妨 设 G 是 连通 的 简单 的 平面 图 ,当中 顶点 数 ( 阶 
数 )a<7 时 ,结论 自然 为 真 , 当 n7 时 ,对 作 归 纳 法 . 

《1) n=<7 时 结论 为 真 - 

(2) 设 一 区 这 7?) 时 结论 为 真 , 当 m= k-+1 时 ,如 下 证 明 . 根 
据 定理 11. 12, 存 在 vwEVCG) ,dw 过 5. 令 GG 一 G 一 v, 则 6, 的 顶 
点 数 1 一 ,由 归纳 假设 知 G, 是 6- 可 着 色 的 . 当 将 G, 还 原 成 G 
时 ,由 于 与 w 相 邻 的 顶点 至 多 用 5 种 颜色 涂 色 ,因而 总 存在 6 种 颜 
色 中 的 一 种 颜色 给 涂 色 ,所 以 CG 是 6- 可 着 色 的 ，、 1 . 

其 实用 5 种 颜色 就 可 以 给 任何 平 而 图 点 着 色 , 这 就 是 希 伍德 
CHeawood) 定 理 . 
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定理 12.16(Heawood) ”任何 平面 图 都 是 5- 可 着 色 的 . 

本 定理 与 定理 12. 15 在 证 明 中 最 本 质 的 区 别 是 要 给 顶点 换 颜 
色 . 

证 明 仍 设 G 是 连通 的 简单 的 平面 图 . 设 5 种 颜色 分 别 用 1, 
2,3,4,5 所 代表 . 并 且 wm 表示 涂 颜色 i 的 顶点 ,i 三 1,2,…,5. 仍 对 
n 作 归 纳 法 . 

A) n 所 5 时 ,结论 显然 . 

(2) 设 = 一 上 (km25) 时 结论 成 立 . a= k--1 时 如 下 证 明 . 

由 定理 11.12 可 知 , 存 在 vEV(G),d(v)<&5. 设 Gi 一 G 一 v, 则 
G 是 上 阶 图 ,由 归纳 假设 可 知 ,Gl 是 5- 可 着 色 的 ,下 面 证 明 将 G, 
还 原 的 成 G 时 ,o 是 可 着 色 的 . 

O 若 aC) <<5, HEE 3 [n] Est. 

© Ë do) 一 5, 但 与 相 邻 的 顶点 在 G 的 着 色 中 至 多 用 了 4 
种 颜色 ,vw 的 着 色 也 无 问题 . 

© 若 im) 一 5, 且 与 = 相 邻 的 5 个 顶点 在 C; 的 着 色 中 已 经 用 
了 5 种 颜色 ,这 样 v 的 着 色 就 成 了 问题 ,解决 办 法 如 下 . 

P Vo= (o| f G, HEET o 3 1 R3}, HH G =G]. 

GO v 与 w 属于 Gs 的 不 同 连 通 分支 , 则 将 o, 所 在 的 连通 
分 支 中 ,1,3 两 种 颜 互 换 ,于 是 wm 涂 颜 色 3, 腾 出 1 来 给 着 色 , 见 
图 12. 5a), (Cb) 所 示 . 

加 车 权 与 vv 在 Gi,: 的 同一 个 连通 分 支 中 ,此 时 ,G[V1sU 
{v)] 舍 回路 Cv 在 C 上 , 除 v 外 ,在 C 上 的 项 点 涂 1 与 涂 3 的 顶 
点 交替 出 现 . 再 令 V= diolo EG PRERE 2 R4), Go 一 
GLV2s4j], 由 于 C 的 隔离 ,wv 必 在 Gs 的 不 同 的 连通 分 支 中 ,在 
v: 所 在 的 连通 分 支 中 ,将 颜色 2,4 互 换 , 腾 出 颜色 2 给 v 涂 色 , 见 
图 12.6 所 示 . 上 
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(a) Cby 


图 12.6 
定理 12.16 称 为 希 伍德 的 5 色 定 理 . 


1879 年 Kempe 自称 用 定理 11. 12 及 换 顶 点 颜色 的 方法 证 明 
了 四 色 狂 想 , 即 任何 平面 图 都 是 4- 可 着 色 的 ,1890 年 希 伍德 举 出 
了 25 阶 的 反例 说 明 Kempe 的 证 明 是 不 对 的 ,而 他 本 人 证 明了 5 
色 定 理 ,到 目前 为 止 ,四 色 猜 想 没有 得 到 彻底 的 解决 . 若 四 色 猜 想 


得 到 证 明 , 关 于 平面 图 的 着 色 理 论 就 得 到 了 最 好 的 解决 ， 
何 的 偶数 阶 轮 图 Wn 之 4), 有 XCW.) 二 4. 
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为 对 任 


S124 2 着 色 


本 节 仍 对 无 环 无 向 图 进行 讨论 . 

定义 12.5 对 图 G 边 的 一 种 着 色 ,是 指 对 它 的 每 条 边 涂 上 - 
种 颜色 ,使 得 相 邻 的 边 涂 不 同 的 颜色 . 若 能 用 & 种 颜色 给 G 的 边 
着 色 就 称 对 局 的 边 进 行 了 着 色 , 或 称 G Æ A TRER. 22 G 
是 志 边 可 着 色 的 ,但 不 是 (4 一 1)- 边 可 着 色 的 ,就 称 有 是 G 的 边 色 
数 , 记 作 X G. 

关于 边 色 数 有 下 面 定理 , 即 维 津 CVizing) 定 理 . 

定理 12. 17(Vizing) 设 G 是 简单 图 , 则 ACG)<Y GLA 
(OG)+1. 

本 定理 的 证 明 请 参阅 参考 书目 [6j. 

维 津 定理 说 明 ,对 于 简单 图 G,x(G) 只 能 取 两 个 值 , 即 AG) 
H AG +1. 但 究竟 哪些 图 的 yE 4, 哪 些 是 4 十 1 ,至 今 还 是 一 个 
没有 解决 的 问题 . 对 于 二 部 图 和 完全 图 已 经 得 到 了 解决 . 

【 例 12.5] I G 一 一 V7z, 匹 > 为 二 部 图 , 则 和 (GD 一 ACG) 

证 明 以 下 简 记 A(G) 为 4, 设 d(w) 一 4A, 给 与 ww 关联 的 边 着 
色 至 少 需要 和 4 种 颜色 ,所 以 ,xX (G) 宕 4, 下 面 再 证 明 y (G)=A R 
可 . 对 边 数 m 作 归 纳 法 . 

(1) m=0(G 为 零 图 ) ,X'(G) 二 A 二 0. 

(2) 设 当 严 一 4 人 (1) 时 结论 成 立 , 当 天 一 上 十 1 时 ,如 下 证 明 . 
É e= (uu) EEG), $ G,—G—e,Ml G, 中 有 二 条 按 , 由 归纳 假设 
知 X (G ))<A0G DS ACG)= A, BITI G, 存在 着 边 的 4 着 色 . 由 于 
do Gu) j do WLA, PELLTER G. 的 边 进行 4 着 色 时 .至 少 有 一 种 
颜色 不 出 现在 u z 关联 的 边 都 不 涂 此 颜色 ), 问 样 至 少 有 一 
种 颜色 不 出 现在 x. 

D 若 存 在 颜色 a 既 不 出 现 w, 也 不 出 现在 =, 当 将 Cl 还 原 成 G 
时 ,将 边 e 一 (xz)? 涂 a, 于 是 完成 了 G 的 边 的 A EE, AT XO) 
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SA. 

D 苦 不 出 现 u 和 不 出 现 w 的 颜色 有 如 下 特点 :不 出 现在 uw 的 
颜色 莉 出 现在 %; 上 反之 亦 然 . 设 7 不 出 现 &; 则 7 一 定 出 现在 v,8 不 
EME v W 8 一 定 出 现在 ww, 见 图 12.7 中 Ca) 所 示 , 令 Ep.,= {ele 
€ E(G H. e W AR y), W G,—=G[Es,1. 并 且 设 F, Co) B: G, 中 
含 顶 点 4 的 极 大 连通 子 图 ,下 面 证 明 不 在 Hop. 否则 ,zw 
必 和 连通 ,因而 必 存 在 w 到 vw 的 路 径 , 设 PP, 为 到 wv 的 一 条 路 径 , 由 
于 w€V,wEVa, 所 以 Pi 的 长 度 必 为 奇数 ,于 是 7 既 出 现在 也 
出 现在 #, 见 图 12.7 rh Cb) Br zs, X E G, 中 7 不 出 现在 ww 相 蔬 
E. 因为 u 不 在 Hs 如) 中 ,可 将 Harv) 中 边 的 颜色 8 与 7 互 换 ， 
腾 出 7 了 来 给 边 r 二 (ws 如) 涂 色 , 见 图 12.7 中 《ce) 所 示 , 这 就 完成 了 对 
G BUAI A REAA OSKA. 1 


u "i a 
8 
v v v 
(a) tb) w 


图 127 
[#] 12.6] “nax DHARE X KO Sn N 34 为 偶数 
Btax K, =n 1. 
证 明 (1) ztz 关 1) 为 奇数 . 由 定理 12. 174X (K,)SCA+ 1 
=n. FEEN x' (K. Zen. 
设 K, 用 这 种 方法 做 出 : 先 做 正 n 边 形 C, 将 不 相 邻 的 顶点 之 


MERR ATE K., K. 中 共有 n APF EME a DA 
+ G = 18 fia A XKS n=1 个 顶点 ,所 以 在 KK, 的 边 
#erEseo-1 Feb, ps 


a DRS Fna- 1) 


边 , 而 
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XK) Z= n. 

《2) Xx (天,) 一 1 是 显然 的 ,下 设 = 为 大 于 等 于 4 的 偶数 . 

由 定理 12. 17 L. — 1= A= Y (K,), FA EH y'( K.) 二 
n— 1. 

六。 可 如 下 获得 : 先 按 人 1) 中 方法 做 出 K. , 然后 在 天 。 ,内 部 
的 中 心 放置 一 个 顶点 ,使 其 与 KK B PAY TH t ABC = 6 时 见 医 
12.8 BU S) ,就 得 到 了 Ko A XK. OPE K EE, A 
后 将 天, 中 相互 膜 直 边 涂 辣 色 . 斌 完成 了 下 , 的 边 的 一 个 CK 1) 
的 着 色 ,所 以 x KOSK (K. dn l. 


El 12.8 
HEME GV, E> A G BJ dir k tn kO. S 


R= IE), E, E) bE E ñ ` 

个 划分 ,划分 块 (等 价 类 ) 中 元 来 涂 同色 . 

[í| 12.7) 匠 中 学 ,星期 一 由 位 教师 给 n SHE RIE 每 位 
教师 在 同 课时 只 能 给 一 个 班 上 课 . 

G) 这 - -天 全 人 少 要 安排 多 少 节 谍 ? 

523 在 节 数 不 增加 的 条 件 下 至 少 需要 几 个 教室 ? 

(3) 苦 记 一 4 一 5 设 教 员 为 三. 班级 为 ccascasei， 
ca 已 知 二 要 为 cycsies 分别 上 2 节 、1 节 、1 节 课 :ts EN cases 各 
+ 1 WDR: 要 为 coycsycs 各 上 工 节 课 ;5 Aa 上 工作 ,为 cs 上 2 
TR. 试 给 出 一 个 最 节省 教 空 的 课表 . 
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R IE V= (Gn. tot V= [cuca Casernes E= Lae) lt, 

He EWR) ,得 -部 图 
G=<V,,V,,E>. 

对 的 这 进行 一 种 PCD GEG ,就 得 到 — Fh iy 99 k 
的 安排 方案 . 

(Q) 有 一 X(C 一 和 时 安排 的 节 数 最 少 . 

《2) Ehen DIAR EERO TEER A A RITE 
LUSE h. 
cay CAZET RR C wg 12.9 Bras. 
给 (的 边 涂 包 . 同 色 边 的 课 同 时 上 ,最 
i$ ¿q 12. 9 所 示 同 色 边 安排 


min max il sls 


12.9 
38 12.1 
节 1 2 3 4 _ 
x el KS u C3 
t i c - c 
5 c € 一 t 
t _ e c € 


3i4 


= Æ + = 


1. 无 向 图 G 如 图 12.10 所 示 . 

CD R G 的 色 多 项 式 GA); 

D RLO); 

D 计算 FUGGO AGD. 

2. 用 定理 12. 10 求 图 12. 10 中 的 G 的 色 多 项 式 


FGk). 
3. Ë GEB -H ana DER fl — A m3) 
BEERE , 求 GK). El 12.10 


t 证 明 色 多 项 式 SG, AR I R A FS E E PHa By. 
5. É G E n Bir k- EWE, iA 


KOD > i. 

6. ECERS K. 的 连通 的 简单 的 半 面 图 . 

CO AERE AOE 3; 

(2 EN G ps JEER. 

7. G ERE 6) A 3 a B R go 

C) 证 明 SCC)s-7 1; 

(2) 证 明 心 是 二 可 着 色 的 . 

8. VP CG ET B [s]. yC) AY oE), 有 XG 一 zx W G RE 
下 临界 的 。 

OD 给 出 所 有 2- 临界 网 和 3- 临界 图 ; 

《2) 给 出 一 些 4- 奖 界 图 的 酌 卫 ; 

O FG EAEE Y EVGA dok 1 

9. 证 骨 :一 个 地 图 G 是 2-A AAA G ER. 

10, 设 避 是 连通 的 简单 的 平面 图 , 己 拓 中 存在 次 数 小 十 等 于 + 的 内 部 
面 ,证 表 G J: 1- B P] 22 €, By. 

11. Ék G Bz 3- F Mm 8 9068, RJ G ñin et o=. 

12. E C Skin eE. 

D WEH KOS 4; 

C2 E CG pE RaR. 


13. 设 必 是 连通 的 简单 的 平面 图 , 证 明 : 既是 2- 面 可 着 色 的 又 2- 顶 
点 可 着色 的 当 且 仅 当心 是 不 含 奇 团 的 欧 拉 图 - 

14. 某 年 级 学 生 共 选修 6 站] 课程. 期 未 考试 前 ,必须 提前 将 这 6 门 课程 
等 完 , 每 人 每 天 只 在 下 午 至 多 淮 一 门 课程 . Ek 6 门 课 程 分 别 为 m ,csvcsvcsvcs， 
c. S (e, 3932] c, 的 学 生 集 合 , 已 知 SEDNES D iSl, ,5 CIN 
So DR Du BEDAS NS EON @. WESELA EGZ 6 
门 课程 ? ERE REMAR ELALI RATR? 
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B HZR ZMR AEE Yhxr E S 


若 无 特殊 声明 ,本 章 讨 论 的 图 都 是 无 向 图 ,并 是 是 简 单 图 . 
般 情 况 下 ,在 定义 或 定理 中 不 再 指明 简单 图 


Š 13.1 支配 集 . 点 覆盖 集 .点 独立 集 


定义 13.1 设 无 向 图 G= V .,ED> VI ECV. 车 对 FERA v 
€V—V ,都 存在 EV' ,使 得 (vw,v,) 所 五 , 则 称 v, 支配 vw 并 称 
VAGTER. W V EE G 中 支配 集 ,但 V" 的 任何 真子 集 
都 不 是 支配 集 , 则 称 V 为 极 小 支配 集 . 顶点 数 最 少 的 支配 集 称 为 
最 小 支配 集 . 最 小 支配 集中 的 顶点 个 数 称 为 支配 数 , 记 作 y. CG), 
RIA r. 

在 mm HE Ġuvni ,wv 为 树叶 的 MEEA S, 中 , {u}. 
KOP as DHAARAA J e B E EP o.) EE BE], 
支配 集 ,支配 数 y. = 1. 在 图 13.1 所 示 的 轮 图 W, 中 ,fw l, 
Ti Jo tisoru; SE3B EAR 3 R E , doo 289 Bz X s£ Bu: $Ë , ZR y, 
一 上 其 定义 不 难看 出 最 小 支配 集 一 定 是 极 小 支配 集 , 但 反之 不 真 , 

定理 13.1 REK C 中 元 孤立 质点 ,Pr 为 G 的 一 个 极 小 
支配 集 , 则 C 中 存在 另 一 -个 极 小 支配 集 V; ,使 得 Pr rv: = 2. 

证 明 AEVO V; 是 支配 集 . 否则 存在 内 Er :使 得 对 
TERM VEVO Vi, HA Cor) & E. 因而 存在 vw € V; 一 
to EIE vo) EE, 得 则 vw 成 为 忻 立 点 了 . FEV- duak 
G 中 支配 集 , 这 与 VY 是 极 小 支配 集 矛 后 ,于 是 V(G)—Vr 是 支配 
R. HEV (OY? 中 存在 极 小 支配 集 . 其 实 , 苦 VOV 已 无 
真子 集 为 支配 集 了 , 取 V2 一 VCG) 一 VY 即 可 , 符 则 必 存 在 真子 集 
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是 极 小 支配 集 , 取 作 Vi, 则 Vr QV; = 
ZERK. I 


1/ N 定义 13.2 设 无 向 图 G=<V , E> 
a o 中 ,V' 己 VV, 车 V' 中 任意 二 顶点 均 不 相 


邻 , 则 称 V' 为 G 的 点 独立 集 ,或 称 独立 
集 . 若 7 中 再 加 入 任何 顶点 都 不 再 是 独 
立 集 了 , 则 称 "为 极 大 独立 集 . 顶点 数 
加 131 最 多 的 点 独立 集 称 为 最 大 点 独立 集 , 其 
顶点 个 数 称 为 点 独立 数 , 记 作 后 C(O) , 简 记 PB. 
在 图 13.1 所 示 的 轮 图 W, P, {vo}, {vis oh, Co ss os h SE t, 
都 是 极 大 独立 集 , 其 中 {vi ,vs,vs} 是 最 大 和 独立 集 , 其 独立 数 8. =3. 
定理 13.2 设 无 向 图 G 中 无 孤立 顶点 ,7 为 G 'HRAW 
集 , 则 是 G 中 极 小 支配 集 . . 
证 明 ” 先 证 V' 是 支配 集 .由 于 V' 是 极 大 独立 集 , 必 有 Y o € 
VGV v'EV' ,使 得 (vu,v) EEG ,和 否则, V€ V(G)— 
VY uE VIA Coss) & E CG), W| V U {vo} 仍 为 独立 集 , 这 与 
六 "为 极 大 独立 集 矛 盾 , 所 以 了 "为 支配 集 , 由 于 “是 独立 集 , 所 以 
任意 的 YY CCV V wvEV' Vr, TI uE Vy ,使 得 Cv,w)EE(G)， 
因而 了 “是 极 小 支配 集 - 1 上 
定理 13.2 的 道 不 真 - 例如 若 4 阶 图 是 长 为 3 KR vovo» 
won D QEG itsos} 是 极 小 支配 集 , 显 然 它 不 是 独立 集 , 更 不 
是 极 大 独立 集 . 当然 ,fairasj,tuyus)tuyoi} 都 既是 极 小 支配 集 ， 
MERATE. 
定义 13.3 HEKI G— CV E> V COV ÆI FERN e 
EERE u € V ,使 得 v 与 < 相关 联 , 则 称 " 3226 e, GFE V 29 
人 中 的 点 覆盖 集 ,或 简称 点 覆盖 - 设 了 "是 点 覆盖 集 , 若 了 的 任何 
真 牛 集 都 不 图 点 复 盖 集 , 则 称 V" 为 极 小 点 覆盖 集 ,项 点 个 数 最 少 
的 点 覆盖 集 称 为 最 小 的 点 覆盖 集 , 其 元 素 个 数 称 为 点 覆盖 数 , 记 作 
a, (CG) BR STD a. 
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图 13. 1 PERIE RI W: IF, (voo suus h Ef {Vas 0r, o. Ua) ZB 
是 和 极 小 的 也 是 最 小 的 点 覆盖 集 . a = 4. 

从 定 义 不 难 看 出 ,连通 图 G 中 ,点 米 盖 集 必 为 支配 集 . 但 极 小 
ARRET- ` 定 是 极 小 支配 集 .在 图 13. 1 中 , (uo or osos) EE bk 
小 (最 小 ) 点 覆盖 集 , 但 它 不 是 家 小 支配 集 . 另外 ,支配 集 不 一 定 都 
是 覆盖 集 , 例 如 图 13.1 中 , {vi,v,} 是 支配 集 ,但 它 厅 是 覆盖 集 . 

定理 13.3 设 无 向 图 G=<<V ,E> 中 无 孤立 点 ,V* CV, W 
V 25 CHARER HADO P 一 一 六 为 如 的 点 独立 集 . 

证 明 必要 性 . #3 ven EV, B (uo € E, vong V, 
这 与 了 "是 点 覆盖 集 相 矛盾 . 

充分 性 . H Tr V" 一 7 一 Y "是 点 独立 集 , 因 而 Y e€ E z 的 两 个 
端点 至 少 一 个 在 了 "中 REV ERAR. 4 

推论 设 和 是 =” 阶 元 孤立 点 的 无 向 图 ." 基 G 的 极 小 (最 
小 ) 点 覆盖 集 当 用 仅 当 V 一 VG) 一 V* 为 G 的 极 大 (最 大 ) 点 独立 
集 - IAT 

ao 十 B, = n. 

由 定理 13. 3, 本 推论 的 结论 显然 成 立 . 

由 定理 13. 3 及 其 推论 可 知 , 若 知道 了 图 G 的 全 部 裤 大 或 最 
大 点 独立 集 ,也 就 知道 了 G 的 全 部 的 极 小 或 最 小 点 覆盖 集 , 反 之 
亦 然 .在 图 13. 1 中 ,最 大 点 独立 集 有 两 个 :fm vt ha (varvo us ts 
所 一 3, 相 应 地 ,G 的 最 小 点 覆盖 集 也 是 了 凑 个 : {v6.vssvssvs)} 和 {vo。 
Vira vs} ae 一 4 

定义 13.4 设 G 一 一 六 ,> 为 二 阶 无 向 图 ,7 OV Ar 
Eq G[V JEZE URV A G hE. va PAJ vV E 
如 入 任何 顶点 都 不 是 团 了 , 则 称 V ° 为 极 大 团 , 顶 点 个 数 最 多 的 四 
称 为 最 太 团 ,其 硕 点 个 数 称 为 团 数 , 记 作 G). BIE vo 

在 图 13. 1 P, {uom suts (vorvasv3) 等 都 是 最 天 团 . 团 数 一 
3. 和 企 何 非 平凡 树 的 画 数 均 为 2. 

内 为 本章 内 讨论 的 图 均 为 无 向 简单 图 ,所 以 任何 图 G 5) 6 $F 
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图 G. AFA yh 33k i F ti E PE. 
定理 13.4 设 局 是 = 阶 无 向 图 ,V A G HAHA V" 29 
G PeR. 
本 定理 的 证 明 是 简单 的 - 
推论 ” 设 避 是 = 阶 无 向 图 ,Y "为 G 中 极 大 (最 大 ) 团 当 且 仅 
当 Y* 为 巨 中 的 极 大 《最 大) 独立 集 , 从 而 nOA G. 
由 定理 13.4 及 推论 可 知 ,研究 疼 G 中 团 及 其 性 质 ,可 以 通过 
“ 它 的 补 图 G 中 独立 集 来 研究 ,反之 亦 然 . 
到 目前 为 止 , 求 图 中 的 极 小 (最 小 ) 支 配 集 . 极 大 (最 大 ?独立 集 
和 财 以 及 极 小 5 最 小 ) 点 覆盖 集 还 没有 找到 有 效 的 算法 , 即 多 项 式 
时 间 算 法 . 
国际 象 柑 检 上 的 “无 后 问题 "了,“ 八 后 问题 ”9 分 别 可 以 转换 成 
最 小 支配 集 和 最 大 独立 集 问题 . 
去 本 集 、 独 立 集 和 点 覆 益 集 在 各 种 通信 系统 .计算 机 网 络 以 及 
信息 论 等 方面 闲人 很 好 的 应 用 . 在 理论 计算 机 科学 基础 中 提供 了 了 


许多 有 效 的 研究 实例 . 
〖 例 13.1】 REA 13.2 所 示 图 的 全 体 极 小 支配 集 、 极 小 点 履 
盖 集 和 和 极 大 独立 集 . 


解 (1) RM BASE 
H TEY ucy(G)o 可 支配 它 的 邻 域 Ntz) 中 的 各 顶点 ,可 令 
布尔 表达 式 
focus ss) = [lw + > u). 


PiaR 8 9 388 92 7 3 387. PIERA 9.00 HL B PE hf 
求 出 了 的 极 小 积 和 式 ”一 最 简 析 到 范式 ,其 中 每 个 简单 合 取 式 对 


国际 象棋 可 盘 上 最 少 放 5 个 皇后 ,下 以 使 等 个 格 均 与 业 “中 后 在 同行 ,或 
由 “对 角 线 上 , 称 为 “五 后 问题 

2 国际 象棋 条 上 最 多 改 & 个 皇后 ,可 以 使 每 两 个 皇后 都 不 同行 ,不 同 列 ,并 且 
不 同 在 -条 对 角 线 上 , 称 为 “ 八 后 问题 ” 
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应 一 个 极 小 文 配 集 ,在 本 例 中 
asbred) = (a +b) (btatet Ad) eds 


dy(atets) 

=la +b) (etb+a) URIE) e b 
Sac +ad+b. 

式 中 简单 台 取 式 acad, pu h 4 

和 集 分 别 为 {a,c}, fayd} .45} .其 中 人 5} 是 最 小 图 13.2 


ZER, HA n=l. 

{2) 求 极 小 点 覆盖 集 

YvEVCG) ww AË 益 与 它 关 联 的 _ 切 边 ,而 这 些 边 的 另 … 个 
端点 的 集合 下 是 的 邻 域 Nic)， 于 是 可 今 布尔 表达 式 


gwar) = ITI v+ Jie- 


ENa 
同样 求 g 的 极 小 积 和 式 ,每 个 简单 人 合 取 式 对 应 一 个 极 小 点 六 旅 
集 . 
AHH 
g(a,b,c,d)D= (a i b) B+ (acd))(c+ (bd) qt ed) 
= labb) (ab) eto Bta A c) Ce pa) Hd) ay 
《分 配 律 》 
— a 十 606 十 ceCB 十 cc 十 好) CRH) 
Sberbdt ard. 
简单 合 取 式 & ,pa sacd 分 WIARA bucle {6,4d) ,fa， 
esd} au 一 2. 
ORMA ME 
BER 13.4 AHE CAG BPD Kh r OD asd), dast, 
461. ea 8 A ad, la .cl po 2. 
BÆ AAH. AEIR ES SRP h 88 JV £ R E MO E 
mf S. ITB KA. ERES. 


H 


§ 13.2 边 覆 盖 集 与 匹配 


定义 13.5 BAHE CLV E>, E CE ,着 对 于 任意 的 w 
€V ARETE e€ E` .使 得 v t e 关联 . 则 称 " A o, ESE E' 为 边 
覆盖 集 . Ü E` RRR, A E BE A TRA A E A st f. 
则 称 E: u ip 8 25 R 28 9 Ek 22 09 A a t WK 29 Pš r] ia 8 2: 
ALA TA P ip SSS 39k TUE a, CC Taj id, on, 

BARDEA E bu BESKE. AEP 88 

在 图 13.3 ERII G Ps lezser} s (Errea les,es el) 等 部 
是 极 小 边疆 盖 tE pk Ra ae r SE e Ru a, — 3- 

定义 13.6 O IIS G= <V E 
>,E* SE, # E" si £ Ej Bi 2 3832) 25 38 
邻 , 则 称 五 "为 上 中 边 独立 集 , 也 称 巨 " 为 
G 中 的 匹配 . 若 在 E` 中 再 添加 任意 一 条 
ib. PRR A K RÆ T UP E N 
极 大 匹配 . AA LEMARA 
配 , 其 边 数 称 为 边 独 立 数 或 匹配 数 , 记 作 
A CG ski U A 

图 13.3 在 图 13.3 际 示 图 中 , derrer) (es 

el :teaaetl 等 都 是 最 大 匹配 ,8 一 2 

设 开 为 台中 一 个 正 配 ,还 有 下 面 诸 概念 : 

D GR e= Gua) € M , WK z, £ a, W M Vu Rr, 
J VEVO ALEE e€ M. e 与 5 关联, 则 称 v 
为 M 的 饱和 点 ,否则 和 你” 为 M 的 非 饱和 点 . 

O 苦心 中 每 个 顶点 都 是 M RLA WPM 为 完美 匹配 

(4 ER G PE MAE - M) rh S E Ë H Ek 4 29 M 的 
交错 路 径 .起 点 与 终点 都 是 M 非 饱 和 点 的 交错 路 径 称 为 可 增 广 的 
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交错 路 径 . pk G rp E M PANEO M) R 3 8 E I 69 8 5 3568 
m. 

在 以 上 定义 中 ,值得 注意 的 是 , 当 过 e= [us & M R vsu 
均 为 M 非 饱 各 点 时 ,e 的 导出 了 图 GL[{e}3 足 可 增 广 的 交错 路 径 . 

与 支配 集 , 独 立 集 和 点 获 盖 集 不 同 , 求 图 中 的 边 密 盖 集 和 匹配 
已 经 有 了 有 有 效 的 算法 . 即 多 项 式 时 癌 算 法 . 

下 而 先 讨 论 边 芍 盖 与 匹配 之 问 的 关系 - 

定理 13.5 C 为 无 孤立 点 的 2 阶 光 向 图 . 

D 设 邮 为 上 中 -个 最 天 匹配 ,对 于 每 全 M 非 饱 和 点 e Hz 
一 条 关联 w 的 边 组 成 边 集 N.N W MUÚN 为 G 中 :个 最 小 边 覆 

O RW 为 好 中 一 个 最 小 边 竹 盖 集 , 痊 W. 中 存在 相 邻 的 边 
就 黎 去 其 中 的 一 条 边 , 继 续 这 一 过 程 , 直 到 无 相 邻 的 边 为 止 , 设 移 
去 的 边 组 成 的 集合 为 Ni: 则 M 一 太一 六 为 G 中 一 个 最 大 此 配 . 

G) ap =n. 

证 明 可 以 同时 证 明 3 个 结论 的 成 立 . 

由 于 M 是 最 大 匹配 ,所 以 1a4| 一 局 ;G 中 含 ”一 28 个 M 非 饮 
和 点 .所 做 出 的 W 是 G 中 边 徐 盖 是 显然 的 ,二 

IW] = |M| + IN| = B, + n 2B = n — ñ. D 

由 W ERARE SAW, 中 任意 一 条 边 的 两 个 端点 不 可 

能 都 与 W 中 的 其 它 边 相关 联 . 雇 市 由 W, 构造 M, 时 ,每 移 太 一 


条 过 就 产生 一 个 M, 的 非 饱 得点 ,所 以 
IN| = |W] — M| 一“ 移 去 的 这 数 ” 
= “M, 的 非 饱 和 点 数 ” 
= n — 2|M | 
=|W.| =“ = x |M|. D 
XAN M EW EDRN AA 
IM] S&A, @ 
IW] Z= =, e 
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HDO 


© T g 
n— |M | Zn — 8, == |W] Sa, ® 
HO n $H 
oa =n — |M. | =x— BË = W], 
从 而 


[M |= 8 ,可 知 M, 是 最 大 匹配 ， 
IW |=, nf W PE Be aR an, 
aite =n, AT CDPHE. I 
推论 Ë G J n REWA M 29 G r Bj) — + VE 
W 为 G rh — ita U 
lM) < IW]. 
等 号 成 立时 ,4 为 G rE 56 SS pu B R. W 为 G 中 的 最 小 边 覆 盖 - 
证 明 出 定理 ]3.5(1) 可 知 0, <= -于 是 
IM| =< ñ, =< e, < |W | 
= | M| < |W]. 
当 |M| 二 :WI1 时 ,得 
IMi — B= a= |W], 
内 而 M ERALA, W i U HEE 13. 50a A, 
a, + B, = 2B, == n. 
这 说 明 M 为 完美 匹配 。 1 
定理 13.6 GAEM v BU n MEHR M 为 心中 一 个 
IEN 8 G h— T a E Y 为 G PARIR W 为 如 中 
-PLR T MU 


CU ME N’, 
(2) [Yg W 1, 
等 只 成 立时 .M,N,Y,W 分 别 为 如 中 最 大 此 配 、 最 小 点 覆盖 集 , 最 


点 独立 集 ` 最 小 边 独立 集 . 
证 明 O) Hi F M 中 的 边 彼此 均 不 机 邻 ,内 而 覆盖 住 M 中 边 
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关联 的 所 有 顶点 宇 少 用 1M4| 个 顶点 ,所 以 IMI<|N|. 

D 因为 了 中 顶点 彼此 不 相 邻 ,所 以 W 中 至 少 要 用 |Y| 条 边 
覆盖 住 了 中 的 所 有 顶点 ,因而 IY| 志 |W1. 

H IMIS IN Bt AA MRT RAK. IN | 达到 了 最 小 , 因 
而 M 是 最 大 匹配 ,NN Eaa. Y= W Fa ie. 1 

推论 设 避 为 无 孤立 顶点 的 二 阶 无 向 图 , 则 

Aas Bha. 

BE 13. 6, 本 推论 显然 成 立 . 

一 般 情况 下 等 号 不 成 立 , 而 对 完全 二 部 图 K. AEE, o = min 
dres} = B= maxir,s) =a. 

定理 13.7 i Mi as 为 如 中 两 个 不 同 的 匹配 , 则 GMO 
ad 的 每 个 连通 分 支 或 为 由 M, , M, 中 的 边 组 成 的 交错 圈 ,或 为 
错 路 径 . 

证 明 因为 CEa],GLads] 中 顶点 的 上 度数 均 为 1, 因而 G 
LM.BDM;] 中 项 点 的 度数 不是 1 就 是 2, 丁 是 各 连通 分 支 不 是 圈 就 
是 路 径 , 击 且 边 尽 交 替 出 现 的 。 上 

定理 13.8 i MAE GHH AIE, r H GRAF M H 
可 增 广 路 径 , 则 M = MODEMI HWER, HIM | =M i. 

证 明 M 是 匹配 是 显然 的 . APET F... dE M h 05 38 Ek. M 
中 的 边 多 :条 ,所 以 


Iaf | = !M @ ET)| 
= |M — ETD) U EU — M); 
IM — E(T) | + |E — M| 
= |M| + 1. 


下 面 定理 由 贝尔 热 (Berge)1957 年 给 出 . 
定理 13.9 为 G 中 最 大 匹配 当 旦 仅 当 经 中 不 含 MA 可 增 广 
路 径 - 
证 明 由 定理 13.8, 本 定理 的 必要 性 显然 . 上 耐 古 明 充 分 性 ， 
EM 是 G 中 个 最 大 匹配 ,只 要 证 明 , 当 M 是 不 含 可 增 广 路 径 
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的 殉 配 时 ,1adg1 一 18 EITI it H= GUMOM]. 

《1) # H=@,W| M= M. INT M ERKA. 

《2) EHX Ø, hE 13.7 可 知 ,五 各 连通 分 支 或 为 交错 
圈 ,或 为 交错 路 径 . TE SE +a E] F. M 和 M. 中 的 边 相 等 . 由 本 定理 的 
必要 性 可 知 ,ad 也 无 可 增 广 路 径 . 于 是 在 交错 路 径 上 ,MM 与 M. 中 
的 边 也 相等 ,二 是 |M|==1M,|, 即 M 也 是 最 大 匹配 ， Ẹ 

定理 13.10 n 阶 无 向 图 G 其 有 完美 匹配 当 且 仅 当 对 于 任 意 
的 六 CV G), 


paG VOD SIVI, o 
其 中 pa CG 一 VO 表示 G- 一 V' 中 奇数 阶 连通 分 支 数 . 
本 定理 由 托 特 给 出 . 
证 明 ”必要 性 . E: M 为 G 中 完美 亚 配 ,7 为 VC) 的 任意 真 
于 集 . 车 G 一 V' 无 奇数 阶 连通 分 支 , 结 论 显然 成 立 ,否则 , 设 忆 为 
一 V' 的 奇数 阶 连 通 分 点 ,并 设 ww.( 奇 数 ) 为 G, F V (G, BS TH st T 
R. i= 1,2,:- r (2212. HF n AARG M HURE u EV 
(GD ,ET 使 得 zw 53 v, EIC, RE 13.4 所 示 , 于 是 
pa(G— V') = r= {vv})| < Vi. 


*5LEEB rR 侦 阶 连通 分 支 


E 13.4 
充分 性 . 假设 G 满足 1) 但 无 完美 匹配 . 
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设 G 是 含 G 作为 生成 于 图 的 没有 
完美 亚 配 的 边 数 最 多 的 图 (当然 G* 仍然 
是 简单 图 ) ,显然 有 paG 一 VD) 所 ps(G 
一 VD 所 |V'|, 于 是 

pa (G* VOS |V' |. 2) 
FIER V'= Z W| pat GV) 一 0， 
这 正 说 明 |V OJ =| VO | => 为 偶 
数 。 “pe 

下 面 再 取 特殊 的 V', 令 1 

v= {vve VGH —- 


do (0) =n—1}. 
此 时 配 和 VGG)=V(G"), 否 则 G' 为 偶 — = — 
数 阶 完全 图 ,因而 有 完美 匹配 ,这 是 矛盾 N ! 
K ATDA VCV (G). — oaa 
下 面 分 两 步 证 明 . to 
首先 证 明 G* 一 V' 是 不 交 完 爹 图 之 并 . 13.5 
GWG V ff Es y G 不 是 完全 图 . 则 存在 ,vrwE 
VeG ,使 得 (uv) ,uyw)EE(G"), 而 (ow) 车 E(G"), 见 图 13.5 
TORR. LEK ok V, EA de: (wv)<n 一 2, 所 以 存在 x EV 
(G*— V) Ed Co, z) REG). 由 于 G' 是 元 完美 匹配 边 数 最 多 
的 图 ,内 而 在 G* 中 任何 不 相 邻 的 硕 点 之 间 再 加 一 -条 边 后 ,所 得 图 
应 该 有 完美 苞 配 . 取 e= w) e= lur), S GI =G' Ue G; = 
C Ue M G; ,G2 均 有 完美 匹配 , 设 M, M 分 别 为 Gy ,Gy 中 的 
EER, Be EM, se: € Ma fE G` U fee ES B= GL M IGO 
M.],V vEV D, BA io) 一 2, 于 是 吾 只 能 是 不 交 的 偶 交 错 
图 之 并 . 十 喇 青 分 是 种 情况 讨论 - 
与 6: 存 太 的 不 同 连通 分 支 中 , 即 在 不 同 的 不 交 的 网 中 , 岂 
图 13. 5 中 心 ) 民 意图 所 示 , 实 线 边 表示 M 中 的 边 ,虚线 边 表示 
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M, 中 的 边 , 并 设 e, E C 上 , 则 
M={EONMIU{ EG --E(C>) NM) 

A e 和 es, 并 且 是 G* 中 的 完美 匹配 ,这 与 假设 矛盾 . 

所 与 汪 在 五 的 同一 个 连通 分 支 ( 交 错 圈 ) 中 , 见 图 13. 5 He) 
示意 图 所 示 , 设 它们 均 在 交错 圈 C 中 . 设 C 中 会 顶点 v,x,…,w 的 

BA Po N 
M"=( E( Pw) QNM) U Grs ULEG? —E( Pow) )) M.) 

ERE e 和 ez 并 用 也 是 G' 中 的 完美 匹配 ,这 又 是 子 盾 的 - 

综 上 所 述 可 知 G "一 VV' 直 :不 交 的 完全 图 的 并 . 

下 面 证 明 G ` 中 有 完美 此 配 - 

H + G° 一 V' 的 侦 数 阶 连 遂 分 支部 是 偶数 阶 完全 图 ,因而 部 
存在 完美 此 配 . 全 由 (2) 式 可 知 ,G" 一 V' 至 多 有 |WV | 个 琳 数 阶 完 全 
妈 的 连通 分 支 , 在 每 个 奇数 阶 连 通 分 多 中 找 个 顶点 与 V' 中 的 菜 
一 项 点 相 匹 配 , 太 中 其 余 的 项 点 个 数 为 偶数 ,由 六 的 构造 可 知 ,这 
些 硕 点 可 在 内 部 随 两 匹配 , 见 图 13.6 示意 图 所 示 . 这 样 一 来 ,G” 
中 存 看 完美 匹配 ,这 是 矛盾 的 . 于 是 ( 中 有 完美 匹配 I 


奇 阶 连 通 分 支 偶 阶 连通 分 入 
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推论 ”任何 无 桥 3- 正 则 图 都 有 完美 匹配 
证 明 + 


设 G 一 二 7 , 匹 > 为 一 个 无 桥 的 3- 正 则 图 .Y, 为 了 的 任 
ERT R. CGG. 为 G—V, 的 奇数 阶 连通 分 支 ,n, 为 GG 的 
顶点 数 , 则 HER, m 为 一 ARRE V (GO H, BAA V, 
中 的 边 的 条 数 ,; 一 1,2,… ,rx, 见 图 13. 7 示意 图 所 示 . 


> do) = 3m, = 2|ECGY)| + m, 


vE TG) 


从 而 ， m,=3n;—2|E¿(CG,) |. 

[B 4° =, 29 ñy 5, Br m 为 奇数 , 且 央 扬中 无 括 , 所 以 m, 为 天 
于 等 于 3 的 奇数 ,i 二 1,2， 

又 知 PAORA 


IV = T Ddw. 
<= 


p 0 G— TD 一 -< 二 x, 


< Sd, w) 
3 
=V, ， 


由 定理 13.10 知 G 中 存在 完美 此 本 .上 
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定理 中 无 桥 的 条 件 不 能 忽视 . 见 图 13. 8 所 示 的 有 桥 3- 正 则 


可. 到 V = toy MI 
pal(G— V. = 32> V = 


所 以 G P 2; 56 3 Pt: Bu. 


8 13.3 二 部 图 中 的 匹配 


定义 13.7 CS V. V. E> C WE. IV ls IU. ad 
AGH = t KER IMi = IV, MFM A Ç 中 的 从 六 到 
V, 的 完备 匹配 ,简称 完备 匹配 、 
很 里 然 ,在 以 上 的 定义 中 . 苦 1P |= VU, G rH BS #$ Pu Bz 
就 是 完美 匹配 . 
1935 年 吉尔 (Hal) 给 出 了 二 部 图 中 在 在 完备 匹配 的 充 坚 条 
H RRE 3 4⁄4 BJ 8 HSE PRI. 
定理 13. 11(Hall PPE) RAH GAK V. ES, iV] 
s< [Vel G Hi fr fE V, 到 TY 的 完备 匹配 当 且 仅 当 对 上 任意 的 SS 
Vi PJ df |SISC|Ni4S)|, 其 中 NS 为 3 的 邻 域 . 即 N (S> 一 
NGO. 
本 定理 也 称 为 婚姻 定理 ,定理 中 的 条 件 你 为 柜 导 性 条 人 忻 . 
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证 明 ”必要 性 显然 . 下 面 证 明 充 分 性 . 

设 M 为 和 中 一 个 最 大 匹 本 .下面 证 明 M 是 Vi 到 Ya 的 完备 
匹配. 否则 . 必 存 在 vw,EW 为 M 的 非 饱和 点 . 且 必 存在 边 e€ E, = 
五 -好 与 mm 关联 ,和 否则 = 将 是 佐 立 点 ,这 与 已 知 条 件 相 了 矛盾 , 且 
Nw OPTY A M 饱和 点 . 否则 ,共存 在 vw,E N (u), B. o, the 
MIRMA, > M'= MU ivv! ÑU M' GUE G rH BJ Pe Bo H I, M 
多 一 条 边 , 这 与 M JE Ek A pu M04826 r. 

考虑 从 u, 出 发 的 尽 可 能 长 的 所 有 交错 路 径 , 由 定理 13. 9 可 
知 , 这 些 交错 路 径 都 不 图 可 增 广 的 , 即 每 条 路 径 敬 以 M 的 饱和 点 
结束 . 令 

S= (o|o € V, Ru fE, HI EZ 36588 4 Py. 

T = {v|v € V, 且 v 在 vw 出 发 的 交错 路 径 上 }. 
由 于 各 路 径 的 始点 与 终点 均 在 S r, Bl | S| = IT |+1. 可 是 了 
=N), PE NOSIS AF EFRR Y 中 不 存在 
MM 非 饱 和 点 ,因而 MEG 中 的 完备 匹配 。 上 

定理 13.12 GSV V E> A RA EV 中 每 个 硕 
点 殖 少 关联 i(t 宇 1) 条 边 , 而 V, 中 每 个 顶点 至 多 关联 上 条 边 :, 则 C 
PEE V 到 V, 的 完备 匹配 . 

证 明 由 定理 中 的 条 件 可 知 .V, HEE USSI VDA 
点 至 少 关 联 刀 条 边 .这 对 条 这 至 少 关 联 Va 中 类 个 项 点 ,这 说 明 C 
REER HER {F EM EE V P V 的 完备 匹配 。 EË 

本 定理 中 的 条 件 也 称 为 zt3z1) 条 件 .当然 ,满足 相 异 性 条 件 
不 一 定 满 足 ! 条 件 . 

在 图 13. 9 所 示 的 二 部 图 中 (a) 满足 1 一 3 的 条件, Ca),(b) 
都 满足 相 异 性 条 件 , 面 (c) 不 满足 相 异 性 条 件 . (a),《b) 中 存在 完备 
匹配 ,当然 (ec) 中 不 存在 完备 匹配 . 

定理 33.13 设 人 = 之 六 ,VisE 六 为 二 正则 二 部 图 , 则 G 中 
TET. R PIA EA Së 3 TE BC. 

证 明 Hy G 是 和 正则 二 部 图 ,所 以 满足 上 一 上 的 :条件 ,由 
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(a) 《by (°) 


13.9 

定理 13.11 可 知 ,G 中 存在 v, 到 V, BJ 56 LEE, X py kl |V | 一 
IVl ,所 以 忆 中 的 完备 匹配 都 是 完美 匹配 . 

下 面 用 归纳 法 证 明 C 中 存在 二 个 边 不 重 的 完美 匹配 . 

当 * 一 1 时 .G 中 存在 一 个 完美 亚 配 . 设 当 台 是 二 正则 一 部 图 
时 ,G PEE k 个 按 不 重 的 完美 匹配 . 设 避 是 他 十 1)- 正 则 二 部 畴 ， 
MHG 中 -个 完美 匹配 , 令 中 =G 一 M, 则 局 是 大 正则 一 部 图 ,由 
假设 知道 G' 中 存在 * 个 边 不 重 的 完美 匹配 ,于 是 G 中 存在 十 1 
个 边 不 重 的 完美 匹配 。 下 

推论 下 ,中 存在 个 边 不 重 的 完美 匹配 . 

定理 13.14 CSE V..V., E> HL BJ — BBS , WJ =, 
=f. 

证 明 设 M 为 G 中 最 大 匹配 , 则 |M| 一 忆 . 令 

X = {o]v € V, Hv} M WERA 

则 V-X 29 M fj 2: 154840 R E CIN A G RM LAD- 

Y = {vlv ÆA X rB TÉ X. be pa ES Ht C IJ AEREE 


及 
~ Ss=YNV, T=Yf VY,. 
由 于 M 是 最 大 匹配 (无 可 增 广 交 错 路 径 ) ,所 以 了 中 硕 点 均 为 MM 
人 饱和 点 上 且 NCS) 一 工 , 见 示意 图 图 13. 10. 取 
= 一 S)UT， 
W| G 中 任意 一 条 过 的 两 个 端 圣 少 有 一 个 在 N 中 ,所 以 NN 是 G 的 
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s N 

w. 

“<. NO À N 小 ` `Ë 

N CS IS N N | ` 
` N ~A Yo ` ` N 
— L ` N 1 ` `N 
NS. St. X \| ` ` 
NJ SS N SJ `J Y N ` 


图 13.10 
点 覆盖 集 . 又 出 N HE A TEV Vi — SSV, Br 1 (V, S) 
nT= @,X V.—S 与 工 中 元 素 均 为 M 饱和 点 ,所 以 = 
INI = I0 O UT|= |V — S| + IT| = |M], 
出 定理 13.6 知 ,N 为 最 小 点 覆盖 ,所 以 | 六 | 一 上 ,从 而 有 光一 | 人 | 
=iMI=P. 1 


习题 十 


本 习题 中 的 图 均 为 无 向 简单 图 

1. 无 向 图 G 为 图 13.11 所 示 , R 

(1) G 中 所 有 极 小 支配 集 及 支配 数 
Yas 

2D G 中 所 有 极 小 点 覆盖 集 及 点 楼 
ER mm， 

(3> G 中 所 有 极 大 点 独立 集 及 点 独 
TË Bos 

(#4) G rh BF £ S X pu. Ru RIE 
É: 

(5) G PRAM |H 0 22 33 88 28 98 a. 

2. 证明; 完全 图 Kw(k 之 1) 中 存在 C28 一 1) 个 边 不 重 的 完美 匹配 . 
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3. EH ATTERRIR GH oO. 

4 证明 ; 存 8> 8 HERRE A EAR LEEA 11 的 
方 阁 后 ,所 得 棋盘 不 能 用 1X2 的 长 方形 恰好 填 满 . 

5 两 个 人 在 无 向 揪 C 上 做 游戏 :方法 是 交替 地 选择 不 同 的 顶点 oao), 
区 ,使 得 对 于 每 个 i>0,w, 相 邻 于 v1. 最 后 一 个 取 点 者 得 胜 ( 不 一 定 选 完 
G 中 所 有 顶点 ,选民 不 能 选择 为 止 ). 正明 :第 一 个 人 有 得 胜 策 路 当 且 仅 当 G 
中 无 完美 匹配 . 

6. 设 二 部 图 C=<V ,V;,E> 谐 是 相 异性 条 件 , 目 V VEV, N) |>: 
又 已 知 Iw, | =r EH: 

D # tz, 则 至 少 存在 +! 个 Vi 到 TV, 的 完备 匹配 ; 

D B> YEDE Cr)! 个 V, 到 Ts 的 完备 匹配 . 

7. KRR AE n 个 小 猴子 和 个 姑娘 参加 ,已 知 每 个 小 伙 于 至 少 认 
识 两 个 姑娘 ,而 每 个 姑娘 至 多 认识 画 个 小 伙 子 - 辣 能 否 将 他 们 分 成 a 对 舞 件 、 
使 得 每 对 中 的 姑娘 与 小 炙 子 相互 认识 ? 

8. MA 3 个 课外 小 组 :物理 组 .化 学 组 和 生物 组 . 今 有 张 . 王 . 李 .起 . 陈 5 
名 同学 ,七 知 ， 

O) 张 . 王 为 物理 组 成 员 , 张 、 李 、 赵 为 化 学 组 成 员 , 李 、 赵 , 陈 为 生物 组 成 
员 . 

人 2) 张 为 物理 组 成 员 , 王 、 李 、 赵 为 化 学 组 成 员 , 王 、 李 、 赵 , 陈 为 生物 组 成 
B. 

C3) 张 为 物理 组 和 化 学 组 成 员 , 上 下, 李 、 赵 、 陈 为 后 物 组 成 员 . 

问 在 CD ,2),(33 二 种 情况 下 能 否 各 选 出 3 名 不 兼职 的 组 长 ?为 什么 ? 若 
能 选 出 ,各 有 多 少 种 不 同 的 选择 方案 ? 
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第 十 四 章 ” 带 权 图 及 其 应 用 


给 定 图 G=<<V , E> (G 为 无 向 图 或 为 有 向 图 ), 设 W': E— R 
CR 为 实数 集 ) ,任意 的 边 e 二 (vv) (G 为 有 向 图 时 ,一 二 
D9, i W (e) =<, ËR w AA e 上 的 权 , 并 将 vwi, 标 注 在 边 e。 上 , 称 


G 为 带 梳 图 ,此 时 常 将 G 记 为 < E W>. k GEG k 22 W 
OR G'E WGO. 


$14.1 最 短路 径 问 题 


在 非 带 权 图 中 ,曾经 定义 过 图 中 任意 两 个 项 点 之 问 的 短程 线 
六 距离 的 概念 . 在 带 权 图 中 ,应 该 在 子 图 的 权 的 意义 下 ,定义 两 个 
顶点 之 问 的 最 短 通 路 的 概念 . 

设 G= <V , E,W > H n W-AFFLIN ,G 中 各 边 带 的 权 均 为 非 旬 
实数 ,uw 为 G 中 任意 二 顶点 ,车 与 连通 (对 于 有 向 图 来 说 ,车 
u 可 这 o) ,Polusv)《 简 记 为 Pe 为 w 到 wv 的 一 条 通路 , 若 满 足 

WPs, min {WEP)} 
MEK P.G u) H u 5 o SARR RE h PnH uv 之 间 全 
体 通路 集合 . 并 将 W POPRA uo 之 间 最 短路 的 权 , 当 G 各 边 带 
BESIP. 为 u,v 之 间 的 短程 线 ,W(Po) 为 uwv 之 同 的 距离 

由 以 上 定义 不 难看 出 以 下 两 点 : 

D 由 于 各 边 所 带 权 均 大 于 等 于 0, 所 以 两 个 硕 点 之 间 的 最 短 
路 若 存 在 -~ 定 是 路 径 , 因 而 最 短路 常 称 为 最 短路 径 . 

D 车 uv u oyt 为 x B) o ORERE W uvv o, Sr 
KAH u P >, BJ 82 PB e. 
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若 顶点 u 与 v 不 连通 (对 于 有 向 图 来 说 x AOE v) M] u o 

无 通路 ,因而 也 就 无 最 短路 ,可 以 规定 = 到 vw 的 最 短路 的 权 为 co. 
基于 以 上 定义 和 讨论 ,著名 计算 机 学 家 EE. W Dijkstra + 1959 

F 给 出 了 求 最 短路 径 的 算法 , 称 为 Dijkstra 标号 法 ,或 简称 为 标号 
法 . 

在 给 出 标号 法 的 算法 之 前 , 先 给 出 下 面 有 关 的 概念 及 记 法 . 

ODL 为 算法 第 > 步 得 到 的 w 到 vw 的 最 短路 径 权 的 一 个 
EFIE v 处 , 称 在 第 ~ o 所 获得 的 临时 性 标号 ,简称 为 1 标 
导 . 

《2) 记 e): 为 第 步 得 到 的 w 到 vw 的 最 短路 径 的 权 , 记 在 汉 ， 
处 代替 r SER x, 在 第 ~ 步 效 得 永久 性 标号 ,简称 为 p 标号 . 

(3) 记 P= (ejo 在 前 ~ 步 或 ”~ 步 获 扬 标号 }. 称 P. 255 r zF 

《4) 记 了 一 VG) 一 P, 称 了 .为 第 ~ 步 的 未 通过 集 ， 

下 面 介绍 用 标号 法 求 C 中 指定 顶点 到 其 余 各 顶点 的 最 短路 


由 


FR or 到 mw(C2<s<2) 的 最 短路 径 的 算法 ， 

开始 re0,u 获 户 标号 :一 0 天 1 的 上 标 女 为 4 一 
w E o S u PER, M w=), P= fo} T u= V — o). 

1 求 下 一 个 疡 标号 顶点 : 


一 min ,rl 
将 i" 标注 在 所 对 应 的 顶点 o, 处 ,表明 mm 在 第 23k p VR 2, El 
时 修改 通过 集 与 末 通 过 集 : 


P,=P aU tv), TT, iu} 
ET. = 5, WAARA R, AUZ). 
2 修改 了 .中 各 顶点 的 上 标号 : 


DO =min(gr 人 和 十 ro)， 


rr 十 1, 转 1 
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对 算法 的 几 点 说 明 ， 

D 由 于 我 们 讨论 的 图 都 是 有 限 图 ,因而 经 过 n(n 为 G 的 阶 
数 ) 步 后 ,G 中 所 有 顶点 都 进入 通过 集 , 即 T._; 必 为 空 ,因而 算法 
一 定 结束 . 

D ETA v 在 第 ~(0<sr 生 ”一 1) 步 获得 的 户 标号 如 ”为 有 
限 值 , 则 说 明 o, 到 o, 的 最 短路 存在 , 且 其 权 为 如 

《3) 若 顶点 v 在 第 rOn DEKE p RE 如 ”为 
Se , 则 说 明 vi 到 ~ 的 最 短路 不 存在 . 

由 图 中 各 边 所 带 权 的 非 负 性 ,Wm E x, 到 六 的 最 短路 径 的 权 
是 显然 的 . 算法 的 复杂 度 为 OG). 

【 例 14.13 无 向 带 权 图 如 图 14.1 所 未. 用 Dijkstra 算法 求 
zi 刘 各 顶点 的 最 短路 及 相应 的 权 . 


E 14.1 
解 ” 普 用 | "j/w, 表示 在 第 = 步 w $K p SRA 2) ELE o 到 
v 的 最 短路 上 ,u 的 前 驱 是 w, 则 算法 可 用 - 张 表 给 出 . 第 0 行 是 


算法 的 开始 .vi 歼 永 久 性 标 导 p |" |. 然后 ,每 - 行 部 是 将 上 一 行 
的 最 小 值 之 标 成 p 标号 , 计 修 改 其 它 项 点 的 :标号 ,本 例 算法 对 
应 的 表 为 下 14. 1 所 示 . 
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m" v va v vs vs v ve 

o | e a 5 ~ 2o ~ 

1 3 Bl. 3 œ 8 ~ 

2 3]/vs 3 9 6 œ °° 

3 Blv 9, 6 6 > 

4 a 8 [s| 6 s3 

5 8 Be s 

6 Be KI 

7 E E 8| /re 
° 3 1 3 8 6 6 8 


由 表 14.1 可 以 看 出 : 

o 到 的 最 舞 路 为 vivst. 其 权 为 33 

m 到 os 的 最 电路 为 wws, 其 权 为 L 

m Ë] o, 的 最 短路 为 wivsv4, 其 权 为 33 

mm 到 ts 的 最 短路 为 waaveni, 其 权 为 8; 

z" 到 ve 的 最 短路 为 wivave, 其 权 为 6; 

zn FI z 的 最 短路 为 www 其 权 为 6; 

> 到 mm 的 大 短 路 为 maszama, 其 权 为 8 

v Ë £ 的 最 短路 构成 了 图 中 的 一 裸 生成 树 , 见 图 14. 2 
中 实 边 所 示 子 图 . 


图 14.2 


EA 14.2] 有 向 带 权 图 如 图 14.3 FR S. 用 Dijkstra 标号 法 
R o 到 其 余 各 顶点 的 最 短路 及 其 权 . 
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$ ”计算 结果 为 表 14.2 所 示 . 


a 1 


由 表 14.2 证 以 着 出 : 

an 到 o 的 最 短路 为 局, 其 术 为 1; 

an 到 o, 不 可 达 ,无 最 短路 ; 

v 到 vw 的 最 短路 为 uw: 其 权 为 3; 

v1 到 ws 的 最 短路 为 mrars- HRH Ti 

au 到 ma 的 最 短路 为 wirerey* 其 权 为 75 

到 ma 的 最 短路 为 vitmavrs ,其 权 为 14: 

用 Dijksuro 标号 法 求 C 中 z, 到 z 的 最 短路 只 需 将 以 上 算法 
P T= g, WURR AR vi 属于 通过 集 , 则 算 结 束 ,其 它 部 
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分 不 变 . 
$142 关键 路 径 问 题 


PERT (Program Evaluation and Review Technique) 是 计划 
评审 技术 的 代 叶 ,计划 评审 技术 诞生 于 1956 年 ,是 运筹 学 中 的 典 
型 问题 之 一 ,在 运筹 学 中 计划 评审 技术 又 称 为 统筹 方法 或 网 络 计 
URR. 计划 评审 技术 是 编制 人 型 工程 进度 计划 和 生产 计划 的 有 
效 方法 . 

定义 14.1 设 马 是 a 阶 有 向 简单 带 权 图 , 若 满 足 : 

a D 中 无 回路 ， 

《2) D ”中 有 一 个 硕 点 的 入 度 为 0, 沁 为 i, 称 坟 为 发 点 :有 一 


GB) 任意 的 s€ V— {vsv ts M v 在 某 条 从 vi F) v, 的 路 径 上 ， 
WF D E PERT 图 . 

Æ PERT 图 中 ,每 条 边 表示 -- 道 工序 或 一 种 活动 , 若 有 向 边 
<, u, u, u, > 相 邻 , 则 表 上 工序 二 wwe 全 必须 在 二 wow 
结束 后 才能 开始 .Y o € V eo 表示 一 种 状态 , 它 表 未 关联 到 它 的 工 
序 部 结束 之 后 ,关联 于 它 的 工序 才能 开始 ,发 点 w 表示 整个 工程 
的 开始 , 收 点 w。 ER 5 48 T 8 j R. 图 中 各 边 上 的 权 表 示 完 成 
相应 工序 所 需要 的 时 间 , 央 而 各 边 上 的 权 均 太 十 等 十 零 . 

EIL? 在 PERT 图 中 的 关键 帆 径 是 愉 发 点 wi PRUA os 
的 最 长 ! 校 权 计 算 ) 的 路 径 . 处 于 关键 路 径 上 的 顶点 称 为 关键 状态 ， 
处 在 关 钙 其 径 上 的 边 称 为 关键 工序 或 关键 活动 . 

由 PERT 图 的 定义 可 知 . 任 休 PERT 图 中 的 关键 路 征 尖 大 在 
的 ,但 可 以 不 只 一 条 - 要 想 使 整个 工程 的 工期 缩短 ,必须 将 每 条 大 
键 路 径 上 的 侈 少 - H 边 的 权 缩 小 . 

如 何 求 出 PERTT 图 中 的 关键 路 径 呢 ? 可 以 通过 求 图 中 各 顶点 
的 最 早 完成 时 间 、 最 晚 完成 对 间 和 缓冲 呀 间 来 求 关 键 路径 . 
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定义 14.3 ik PERT 图 为 有 向 图 了 ,任意 的 vwEV(D), 称 从 
发 点 上 沿 最 长 的 路 径 到 达 o, 所 需要 的 时 间 为 v 的 最 早 完成 时 
EEE TE). 

从 定义 不 难看 出 ,TE(Cw,) 是 以 v, 为 起 点 的 各 上 序 的 最 早 可 能 
开工 时 间 , 因 而 称 为 w 的 最 时 完成 时 间 , 它 是 mm 到 的 最 长 路 径 
的 权 . 显然 ,vi 的 最 早 完成 时 间 为 o, EB TEC) = 0.1 >, 的 最 早 完 
成 时 间 , 即 为 关键 路 径 的 长 度 ( 权 ). 最 早 冠 成 时 间 的 计算 公式 如 
F: 


TE™)=0, 
I o 


TE, )= max {TEW + w,) 11. 


其 中 ,PP DA o ERER w, Io, o, RL 

定理 14.1 设 Pe= ivl TEO GRH) Tav — P, 4 Tr 
D WFE u E T, EIR T GOSE Pe 

本 定理 的 证 明 留 作 习 题 . 

由 定理 14.1 可 知 , 亚 以 求 册 书 中 各 项 点 的 最 时 完成 时 间 , 直 
至 TEn). 

定义 14.4 在 保证 收 点 z, 的 最 早 完成 时 间 TE Con) BH DÉS 
条 件 F. Ë o 最 迟到 达 o, 所 需要 的 时 间 , 你 为 w 的 最 晚 完成 时 
间 , 记 作 TL). 

BKTL N TE Co.) v 沿 最 长 ( 按 权 计 算 ? 路 径 到 达 o, 
MERILE TLO EKF v. 的 各 道 工序 所 人 允许 的 最 迟 的 开 
工时 间 , 其 计算 公式 为 

TLD =T E (o,) 

TL(o)= min (TL, wt n. 


s Ert 


EGDI Co.) 38 v, BATAR ae, Co o, >A 

定理 14.2 E Pr= (v| TLO E Hi) TV- Pru TLA 
D WAE vE Th AE T) GOSP 

由 定理 14.2 TPA, ATUA A de RE >e R BT TEJ AB PT EA FA Hi, 
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定义 14.5 #kTL(%,)— TE, 28 o, 的 缓冲 时 间或 松弛 时 
间 , 记 为 TS (wv). 

容易 看 出 ,TS (vw) 守 0,i 一 1,2,…,n. 

定理 14.3 TS5S(w) 二 0 HARK v 处 在 关键 路 径 上 . 

定理 14. 3 的 证 明 是 简单 的 . 

由 定理 14. 3 可 求 出 关键 路 径 , 由 TE(ww) 可 知 关 键 路 径 的 权 
(长 度 ). 

[H 14.31 RE 14.4 所 示 PERT 图 中 各 顶点 的 最 早 、 最 晚 
及 缓冲 时 间 , 并 求 出 所 有 关键 路 径 . 

解 表 14.3 给 出 了 各 顶点 的 最 早 . 最 晚 及 缓冲 时 间 - 图 14.5 
中 实 边 所 示 子 图 为 关键 路 径 , 它 的 权 ( 长 座 ) 为 了 E(ws) 二 22. 

KEARE -A vvv A KEO H 22. 


ve vi | ve | vs | v | vs | vs | v | vs | va | vw | vo | mz 


o 3 2 5 8 11 9 12 13 17 18 22 


o|s z2|əlio|1i|üu|i2|iz 32 3922 
4 o 1 Q 


TL, 
TSC) 0 3 0 4 2 O z o 


X PERT 图 中 关键 路 径 , 即 计算 各 顶点 的 最 早 . 最 晚 及 缓冲 
时 间 的 复杂 度 为 OCm) ,其 中 m 为 图 中 边 数 . 
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Š 14.3 ”中 国 邮递 员 癌 题 


一 个 邮递 员 从 邮局 出 发 投递 信件 ,他 必须 在 他 所 管 边 范 围 内 
的 所 有 街道 至 少 汪 一 次 ,最 后 丫 到 邮局 ,他 自然 希 户 选择 一 条 最 短 
的 路 线 完成 投递 任务 , 那 未 如 何 选择 这 样 的 路 线 呢 ?这 个 问题 是 中 
赎 数 学 家 管 梅 谷 先生 首先 提出 的 , 因 莉 被 称 作 中 国 邮 递 员 问题 ,也 
可 以 简称 为 邮递 员 问 题 . 

紧 解 邮递 员 问题 ,首先 应 将 该 问题 用 图 米 描 述 . 构造 尤 向 带 权 
图 GS<V, E W> E AHERE V HEE AEE E. 街 
EKE A AEE PV BJ 13 BJ 82 , E RA BOIKE 0. HEE A In] 
BRERTRG 中 -条 经 过 每 条 边 至 少 - -次 的 电路 ,使 该 回路 所 
吏 术 最 小 的 问题 .并且 称 满足 以 上 条 件 的 回路 是 最 优 投递 路 线 或 
最 优 回路 . 

TR E C ERP E Mi POEMA C 中 的 任意 一 条 欧 
HEE. 若 避 不 十 欧 拉 图 . 则 最 优 投递 路 线 必须 要 有 重复 边 出 现 . 
而 要求 重复 边 权 之 种 达到 最 小 ,具体 说 来 四 这 样 的 . 芳 G 不 是 欧 
拉 图 , 则 避 必 有 奇 度 顶点 ,当然 设 是 连通 图 ,为 了 消 友 奇 度 硕 
点 ,必须 加 若 下 条 重复 边 ,使 重复 迎 的 边 与 启 按 的 权 相 同 , 设 所 得 
图 为 G” ,于 是 求 G 的 最 优 投递 路 线 就 等 价 于 求 G' 的 一 条 欧 拉 回 
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RA Ti 276 e) BE ,其 中 一 ECG*) 一 ECG). 
中 RENER C 为 对 应 的 欧 科 图 ,G* 中 的 
xz 满足 什么 条 件 呢 ? 请 更 下 面 定理 . 
14.4 口 是 带 正 权 无 向 连通 图 G=<V, E W> HHR 
做 投 递 路 线 当 旨 仅 当 对 应 的 欧 拉 外 G' 应 满足 ， 

(CD G Bete G" 中 至 多 重复 出 现 一 次 ;7 

D G 的 每 个 图 上 在 G: 中 主 菇 出 规 的 边 的 权 之 和 不 超过 该 
圈 权 的 一 半 . 

证 明 ”必要 性 . 首先 证 明 (1)， 

设 C 是 最 优 投递 路 线 , 即 C 是 CG" 中 的 欧 拉 回路, 满足 2 
CORD, F= EG) — E(G). 8 G PR e 在 G* 中 的 重复 度 为 z 
(e), El E G 中 的 e 的 两 个 端点 wp 之 间 添 加 了 mt) —1 条 重复 
边 . 若 m (ey2>3, E G* 中 xm 之 间 的 边 中 随便 删除 两 条 ,不 改变 
zz RERI AAE ATPAREN A E, D F G 中 各 边 的 
权 均 为 正 的 ,因而 WED <W (F D) RH (CEG T 
P.=E(G')— E(G) kS C 是 最 优 投递 路 续 共 网; Si 

下 面 证 明 (2) 成 立 . 

设 C, 是 G 中 一 个 圈 , 并 且 在 G* 中 ,C 上 重复 出 现 的 边 的 权 
之 和 大 于 Ci 权 的 一 半 , 见 图 14. 6(a) 所 示 ,将 C, 上 重复 出 现 的 边 


14.6 
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都 去 掉 ,而 没有 重复 出 现 的 边 各 加 -条 重复 边 , 这 样 做 不 改变 G° 
中 C, 上 各 顶点 度数 的 奇偶 性 , 见 图 14. 6Gb) 所 示 , 设 所 得 图 为 
GUC DABE, EWG ` )<W(G' ,这 与 C 是 最 优 授 
ERRETAN. AM DRI. 

充分 性 . 其 实 ,只 要 证 明 满足 (1),《2) 两 个 条 件 的 最 优 投递 路 
线 的 权 相 等 ,也 就 是 ,只 此 证 明 满足 (1),(2? 西 个 条 件 的 最 优 投递 
路 线 对 应 欧 拉 图 的 重复 边 的 权 和 相等 . 

设 C, 和 C, 是 满足 (1) , 027 两 个 条 件 的 不 同 的 投递 路 线 , 它 们 
对 应 的 欧 拉 图 分 别 为 G+ 和 G; FoF DIA G # G; 的 重复 
WRA. LR FFF GUF]A Ci UG: rh F f Sk ih fe. d 
EG 和 G2 中 ,过 某 顶 点 的 添加 条 数 的 奇偶 性 与 "在 G 中 的 度 
数 , 即 ie(m) 的 奇偶 性 相同 , IN ij C[E] 中 各 顶点 的 度数 均 为 偶数 . 
于 是 GLFj 各 连通 分 支 均 为 欧 拉 图 , 从 而 GLE] 是 若 于 个 边 不 重 的 
BH H. 而 GLFj] 中 各 圈 均 既 有 下 , 中 的 边 又 有 F, 中 的 边 . 设 C 为 


OEE 一 个 天 ,由 C2> 可 知 ,C' 上 F, 中 边 的 权 之 和 与 F 中 边 的 权 
之 和 均 小 于 等 十 去 WW(C ,了 是 PoF, 在 C' 中 边 的 权 和 必 相 等 


都 等 于 方 W CC), 由 CRER A E BRET AM WCO = 
WG? 旋即 多 (CD 一 仇 (Ca) ,这 就 证 明了 充分 性 Í 

由 定理 14.4 可 知 ,为 了 求 带 正 权 无 向 连通 图 G 中 的 最 优 投 
递 路 线 , 若 G 不 是 欧 拉 图 ,G 中 必 有 奇 度 顶点 ,给 G 的 某 些 边 加 最 
复 边 使 共 成 为 欧 拉 图 并 且 满 足 定理 中 的 条 件 (1) ,再 检验 上 所有 图 中 
添加 重复 边 的 权 之 和 是 否 满足 条 件 (2), 若 不 满 是 , 则 按 定理 证 明 
中 的 办 法 进行 调整 , 设 最 后 得 刘 的 欧 拉 图 为 G' 满足 定理 中 的 条 
件 , 在 G* 从 任何 顶点 所 发 走出 的 欧 拉 回路 都 是 最 优 投递 路 线 . 不 
过 这 种 方法 的 计算 量 太 大 . 

由 定理 14.4 不 难 证 明 下 面 定理 . 

定理 14.5 设 带 下 权 无 向 连通 图 G 二 <V, 记 ,WW>,V 为 G6 
中 奇 度 顶 点 集 , 设 |V' |=24E0), F= {eje EAER G 的 最 优 
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回路 时 如 了 重复 边 } WJ F 的 导出 子 男 GLFTu DL 3 28 
点 为 超 点 与 终点 的 上 条 不 交 的 最 短路 径 之 寺 


H 


Aa v pA 


基于 定理 14. 5,J. Edmonds #l E. I. Johnson F 70 年 代 给 出 


了 求解 邮递 员 问题 的 有 效 算 法 ,其 算法 的 复杂 谨 为 〇 
为 G 中 项 点 数 . 
算法 步骤 如 下 ， 


Gi), HEE an 


1 EC 中 无 奇 度 巴 点 , 令 G` 一 G, 转 2, 否 则 转 3. 


2 求 G" 中 的 欧 拉 回路 ,结束 . 
3 求 G 中 所 有 奇 度 项 点 对 之 间 的 最 短路 径 . 
4 PLG 中 奇 度 硕 点 集 术 为 顶点 集 ,Y von € V, 


Cu, su) BY 


PL vro, 之 间 最 短路 径 的 权 , 得 完全 带 权 图 K a (2k |V |>. 


5 米 Kw 中 最 小 权 完美 匹配 M. 
6 将 型 中 边 对 应 的 各 最 短路 径 中 的 边 均 在 GH 


加 重复 边 ， 


得 欧 拉 图 G' , 转 2. 
对 算法 的 几 点 说 明 : 


在 1 中 ,出 于 G 中 无 奇 度 质 点 ;又 G 是 连通 图 ， 
男 . 
在 2 中 ,用 8$8.1 中 介绍 的 算法 求 欧 拉 回路 . 


T G ARPI 


在 3 中 ,用 $14.1 中 介绍 的 Dijkstra 算法 求 最 短路 径 . 
充 5 中 , 求 带 权 图 的 最 小 权 最 大 陛 配 已 有 复杂 上 度 为 Ow') 的 


算法 ,n 为 硕 点 数 . 


【 例 14.4] 求 图 14.7 所 内 带 权 图 中 的 最 优 投递 路 线 . 
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解 图 中 只 有 两 个 奇 度 顶点 , 即 V'— (B,E), FAR BA] 
E 的 最 短路 径 BAFE, 其 权 为 13. 完全 带 权 图 K, 为 图 14. 8Ca) 所 
示 , 相 应 的 欧 拉 图 G " 为 图 14. 8(b) 所 示 . 若 邮 局 在 4, 从 4 出 发 的 
任意 一 条 欧 拉 回路 都 是 最 优 投递 路 线 ,其 权 为 WCG'). 如 C= 
AFEDCBAFECFBA 就 是 其 中 的 一 条 ,W (CY) 一 77. 


(a) &b ) 


图 14-8 


〖 例 14.5】 求 图 14.9 所 示 图 G 的 最 优 投 说 路 线 . 


Aa 2 81818 2 Ë 


图 14.9 
解 ” 奇 度 顶 点 集 V' 一 (8, 五 ,G,D},|V | 二 4. 用 Diikstra 算 
法 容易 求 出 : 
B 到 也 的 最 短路 径 为 BCD, 其 权 为 2， 
B 到 五 的 最 短路 径 为 BAIH, 其 权 为 5; 
B #| G 的 最 短路 径 为 BCDG ,其 权 为 75 
局 到 上 的 最 短路 径 为 DCBIT, 其 权 为 8; 
D #| G 的 最 短路 径 为 DG ,其 权 为 55 
映 到 的 最 短路 径 为 HG, 其 权 为 4. 
算法 第 4 步 所 要 求 的 完全 图 K, 为 图 14. 10(a) 所 示 . 图 中 最 
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小 权 完 美 匹配 为 M= ((B,D),CH,G). EGH K, P BDA 
HG 对 应 的 最 短路 径 上 的 各 边 重 复 一 次 得 欧 拉 图 为 图 14.100) 


图 14.10 


Br 8. 图 G 的 最 优 投 递 路 线 的 权 为 WG*) 二 40. 


§ 14.4 最 小 生成 树 


定义 14.6 RAMMER GSV EWS G 中 带 权 最 
小 的 生成 酝 称 为 G 的 最 小 生成 树 . 

E GSV E W> PV Hn 个 城市 的 集合 ,5 是 城市 之 闻 
道路 的 集合 ,而 对 于 和 性 意 的 e==(v,,v0.7,W (e) 二 w(xws 之 0) 为 造 公 
路 的 造价 ,出 G 中 每 棵 最 小 生成 树 都 是 n 个 城市 辐 的 总 造价 最 
小 的 公路 网 . 

下 面 先 讨论 最 小 生成 树 的 性 质 ， 

定理 14.6 设 了 是 无 向 连通 带 权 图 G= <V,E,WD> fli — 
棵 生成 树 , 则 下 面 命题 等 价 ; 

D T ÈG 中 的 最 小 生成 树 ; 

D 任意 的 eE ECT) , 设 e 对 应 的 基本 割 集 为 S., 都 有 是 3- 
中 带 权 最 小 的 边 ; 

D 任意 的 eE ECT) CT AT RRP it C 是 e 对 应 的 基本 
的 回路 ,都 有 e 是 C, 中 带 权 最 大 的 边 . 
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证 明 (12202). 35 S, PRAW e, PS o BRRL 苦 S, 中 除 
edh BEI JE EE k e € S,.W (e'y<<W (e) p T'= (T'— e) U 
(eY, BATOR G ERR H WTO<W CT ik T JE G H 
最 小 生成 树 直 矛盾 的 . 

D> (3). AMB e 不 是 C. 中 带 杖 最 大 的 边 , 则 5 中 存在 
R e 而 We DSWE). 但 对 应 的 基本 割 集 S- 必 会 e, 这 与 (2) 
是 着 盾 的 . 

D20). 只 要 证 明 满 是 (3) 的 生成 树 工 是 台 的 最 小 生成 树 . 
否则 ,下 满足 (3 .但 了 不 是 最 小 生成 树 . 设 T E: G 中 最 小 生成 树 
旦 好 是 与 公有 最 多 公共 按 的 最 小 生成 嵌 , 下 面 米 推 耶 盾 . 设 e 一 
Gos; E ET) -ECG ), 则 e 为 也 的 弦 , 设 C- 为 对 应 T B 35 e 对 
应 的 基本 同 路 . 因 而 ECO e PILATE TP AATE 
T PBN CeT HAEG S TERTE. PÆ E E fele E 
ECI Ae EET AD. hT T Ehte ,因而 满足 
D ADSD D TAT REG). TEY e € E' W (e y< 
W Ce). EY e € E'. We )<W e), MN) e — wo PDR ATE T 
中 的 瞧 -的 路 径 不 售 ¿NH T 2 T A T T EHe 
对 应 的 基本 制 集 必 舍 ei ,由 T Eohi A tH O y= (2) Pf 
知 , 这 是 矛盾 的 因而 存在 e€ E! ,使 得 多 (一 多 人- % T" — 
C yU ey, W 8 wr: WT), T tb E G 的 最 小 生 
mA ü EC NETO = EC YEC) | 十 1, 这 与 最 小 生成 
树 的 选取 是 夏 盾 的 . 所 以 了 是 最 小 生成 树 - l 

定理 14.7 设 0=<V ,E,W 之 是 无 癌 连 通 澡 权 图 .© 为 局 ku 
任意 -DE E C PAREA EE W 加 一 “中 的 最 小 生成 树 U, 
是 居中 的 最 小 生成 树 。 

证 明 ”首先 证 明 在 G 中 一 定 存在 最 小 生成 苦 开 代入 和 
ECT'). 设 为 的 任意 一 要 最 小 生成 树 ,车 e' 氏 上 CT). 仿 "一 
T. 否则 er EET) hF e € ECT) NEC, Hl e' 对 应 的 此 本 制 集 
Ss 中 还 必 会 CC 中 的 边 e, 否 则 G 一 6, 仍然 连 道 . 由 已 知 条 件 可 知 ， 
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Ween). AH REITE 14.6 可 知 W (eW). PWG 
人 
MERRER e. WRT O BRR. TEST 

i 入 任意 的 最 小 生成 树 T OT RRE G BU PE DR Q GELL W 
Cnc WTO), ET Æ G BRUDER HT E G 的 最 小 
不成 图 .因而 必 有 WITD=WT*). I 

定理 14.8 设 G=<<V,E,W 放 为 无 向 连通 带 权 图 .5S 一 (V,， 
三 为 全 中- -个 断 集 ,e' 8 S H. WleD) 二 min{W(e)), 设 T JEA e 
A PE RERS A ER B RHEA M 7” E G 的 最 小 后 成 树 . 

证 明 首先 证 明 G 中 存在 e ARR RERA T ET 
为 心中 的 任意 一 棵 最 小 生成 树 , 若 w E ECT, MIR TST, e 
SEC , 则 "为 了 的 弦 , 了 内 商 存 在 对 序 ”的 基本 回路 C, ,由 于 eE 
EC ASFA e€ E(C.) (YS, B. e'e. 由 定理 14. 6 可 知 ,W 
COW Ce”), XA ERRE, W Cor) CW C”) ,从 而 We 一 大 
(D. D TI =T en U (e) ,WJ W CT'=WCP EL T ` E G I 
RERA REA H e. AF T” BE pÀ) e' 为 树枝 的 所 有 和 后 成 树 中 带 权 
最 小 的 ,所 以 WOTY) 太 WCT"), 又 因 T' 是 避 的 生成 树 是 显然 的 ， 
而 本 "是 最 小 生成 树 , 所 以 W CT')<W (Ty. FE W CT') — W 
(O T Æ G 的 最 小 生成 树 . 1 

定理 14.9 iZ CGS, E W> EE 3 PAR e Œ G dF 
ESM MARELE DAGI. WE G 中- -EAEE e 作为 情 枝 的 最 小 生成 
Ea 
WBA AT HO -ARRIERE 2 e 是 T' 的 树枝 , 则 取 
io O TREER. i eR ETO, W e 29 T” 03k it C, A e 对 应 
的 k S PTP C 上 存在 边 ,有 了 三 Ce) 一 的 ce) 到 开 一 (7 — 
ce Ue MJ W CT')=W (T), WJ T" EREEREER. 
G.C, 二 的 其 它 边 GT 的 树枝 ?的 权 都 大 于 We) XH E 14.6 
中 的 (3) 丰 矛盾 的 ,所 以 不 会 出 现 这 种 情况 ， 上 
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定义 14.7 iCG—<V,ED> 2 18 3IB ES , = Co,,u,) 289 G rh 
一 条 非 环 边 . 将 v.,v 合并 成 一 个 顶点 v GE O ,使 v' 关 联 v 5 x, 
关联 的 一 切 边 , 称 为 边 e 的 两 个 端点 u, 与 o, 的 短 接 . 

注意 边 的 端点 的 短 接 与 边 的 收缩 的 区 别 - 在 边 < 的 端点 的 短 
接 中 , 边 。 为 所 得 图 的 环 ,市 e 收编 后 所 得 图 中 边 e 不 存在 了 , 另 
外 , 超 点 过 往往 由 mm ER o, 充当 . 

定理 14. 10 É G 一 二 T ,五 , 克 全 为 一 个 无 向 连通 带 权 图 ,e 
是 G 中 非 环 的 带 权 最 小 的 边 , 设 G'E G HX e 的 两 个 端 后 所 得 
的 图 ,T' 是 G' 中 的 最 小 生成 树 , 在 G 中 设 一 GEECT' 7U (11, 
MJ T E G 中 的 最 小 生成 树 . 

证 明 Tj G 的 生成 树 是 显然 的 . 由 工 * 的 构 进 可 知 

W(T*)=W(T')+W (e). o 

由 定理 14. 9 知 ,G 中 存在 含 e 的 最 小 生成 树 , 设 了 是 G 中 含 e 的 
一 标 最 小 生成 树 , 设 到 是 他 中 短 接 e 的 两 个 端点 的 图 ,显然 了 ' 是 
"的 生成 树 . 因而 


wD =W" LW (e). (2) 
3 T * ASE G 中 最 小 生成 树 , 则 
W(T)<W(T'), (ED) 


由 《1),《2),C3) 可 知 
WTW), 

RFE T T J: G' ARERR , Bl T T ` JE G 的 最 小 生成 树 . 

I 


下 面 给 出 求 最 小 生成 树 的 几 种 算法 . 

1. BEA 

此 算法 由 Kruskal + 1956 年 给 出 ,所 以 避 圈 法 也 称 为 
Kruskal 算法 - 

E G=<V,E,W2> 31 n 阶 mm 条 边 的 无 向 连通 图 ,E 中 边 按 它 
们 所 带 权 的 大 小 编号 , 即 W (e,) SW (e, <S ---<CW Cen). 用 避 圈 法 
RG 中 最 小 生成 树 的 算法 如 下 : 
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开始 S To= <V, Ø>, i41, j0. 

1 ET, U) S B| 92 2, 和 否则 转 3. 

2 ¿—i1,5F 1. 

3 $ TaT, U letjet]. 

4 #@j=n—1,ËFIE , TFE 2 

由 于 G 是 连通 多 , 当 算 法 结束 时 ,得 到 的 G 前 n—1 阶 无 圈子 
图 T,，,, 由 定理 9. 1 可 知 T,-' 是 G 的 生成 树 ,又 被 算法 留 在 TT,- 
外 的 近 均 为 了 -; 的 弦 , 由 算法 可 知 , 这 些 弦 在 它们 所 对 应 的 基本 
回路 中 是 带 权 最 大 前 边 , 由 定理 14. 663) 可 知 ,T。 :是 G 的 最 小 生 
成 树 , 综 上 所 述 ,Kruskal 的 避 立 法 是 正确 的 - 

BERIE Y OGn]nm) ,其 中 m 为 G 中 边 数 . 

[@j 14.61 用 避 图 法 求 图 14.11 所 示 图 的 最 小 生成 树 - 


Ë 14.11 
解 ” 图 14.12 给 出 广 算法 的 计算 过 程 , 实 线 边 表示 树 核 - 


所 得 生成 树 T 为 最 小 生成 树 ,下 CT) 一 11- 5. 

在 避 圈 法 中 ,要 判 所 得 G 的 子 图 是 否 含 较 , 若 将 算法 每 步 中 
得 到 的 树枝 的 两 上 端点 短 接 , 就 可 不 用 判 圈 ,所 以 还 可 以 得 到 逐步 
短 接 法 的 算法 . 

2. 逐步 短 接 法 

仍 设 G— <V ,E,W > n t m 条 边 无 向 过 通 带 权 图 ,并 设 G 
中 不 会 环 ( 全 为 环 不 会 在 生成 树 中 ), 且 Wle DW (ey << < 
W lem). 

算法 的 主要 步骤 如 下 : 
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(e) 


图 14.12 

开始 令 G'=G el. 

1 设 革 一 (sa 为 Gu 中 带 权 最 小 的 边 , 短 接 共 , 寺 得 超 点 
zj 所 得 图 为 Ca 若 Cei 中 含 环 就 全 都 删除 - 

2 AR 十 1. 

3 $ kcn AR TUFE L 

BERLE P RI šh R E S (elseri s | ei ') | MI 
GE ] 为 如 中 一 棵 最 小 生成 树 - 在 算法 中 被 删除 的 坏 全 是 所 得 最 
小 生成 树 的 弦 . 

由 定理 14. 9 和 定理 14.10, 逐 步 短 接 法 的 算法 是 正确 的 . 

此 算法 由 O. Boruvka 给 出 ,其 复杂 度 为 Olmlnn) 


[14.71 用 逐步 短 接 法 求 图 14.11 所 示 图 的 最 小 生成 树 . 
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B ”用 图 表示 出 算法 的 全 部 过 程 . 短 接 两 个 端点 的 全 体 边 的 


导出 子 图 为 图 14. 1366) R. 算法 中 共产 生 4 个 环 ,它们 都 被 删 


vu 2 ùh Ds 2 O nu h 
5 5 
vi . 
3 对 jeg bs vs 
s 5 
Š LE i o E w v 
a) w (e) 
vu 2 Vs 
5 i 5 
vr 
6 1.5 
EA vs 
u Ce) i 


14. 13 

F a) P HIT asv WN vovo BA v’ =v 在 Cb》 
中 , 短 接 了 (emw) 的 端点 vo vs IDEA v =o EOR, tT 
《zayz) 的 端点 oss EREA va' 二 v2. ED P HF T Corva) R 
为 2 的 边 ) 的 端点 rayza* 记 超 点 vy =: W Et 3⁄2 29 3,3 的 两 条 环 作 
HI. 在 te) 中 , 短 接 了 (vssvs)( 权 为 5 的 边 ) 的 两 个 端点 varvs dil 
超 点 ws’ 二 vw, 删除 了 权 为 6 的 边 作为 弦 . 

3. 法 

破 圈 法 由 Rosenstiehi 于 1967 年 和 管 梅 谷 于 1975 年 分 别 给 
出 - 

设 G= <V ,五 , 克 人 > 为 二 阶 关 条 过 的 连通 带 权 图 ,用 破 圈 法 求 
G 的 最 小 生成 树 的 步 又 如 下 . 

开始 令 G. =G,k—0. 

1 EG 中 不 含 圈 , 转 2. FUCA G, 中 -个 轩 ,e 22 C 
上 和 带 权 最 大 的 边 , 令 G, =G, eE k+ 1, B KE L. 

354 


2 R 

结束 时 ,Gi 为 G 中 最 小 生成 树 - 

由 定理 14.7 可 知 , 破 圈 法 的 正确 性 . 

玻 圈 法 的 复杂 度 与 避 图 法 相当 . 当 G 中国 较 少时 ,用 破 圈 法 

【 例 14. 81 用 玻 圈 法 求 图 14. 11 中 的 最 小 生成 树 . 

解 ” 先 选 哪个 圈 都 没关系 . 车 先 选 的 圈 为 vvsvov, 则 删除 边 
Cvs,vs) s PPE E vivavav1;: 删 除 边 (wi ,wa) ,再 取 图 vsvsvsvavs: 删 除 
边 (v4,vs) ,最 后 得 生成 树 TWT) =11. 5. 明 然 以 上 有 三 种 方 潜 得 
到 的 最 小 生成 树 均 是 辣 -- 棵 ,但 这 无 一 般 性 ,一 般 说 来 ,图 中 的 最 
DERRE EME 

4. 断 集 法 

此 算法 由 Prim J 1957 年 提出 . 

i G= <V ,E,W> 3 n ËY m 条 边 无 向 连通 带 权 图 . 断 集 法 的 
主要 步骤 如 下 : 

开始 取 v 为 V HEMA, S V.= e), E,= Z ,k<-0. 

1 车 VV=V, 结 束 ;否则 转 2. 

2 ， AEIR OVV) , 设 ae 一 (oo 为 Cs 中 带 权 最 小 
的 边 ( 若 不 唯 … 可 任 选 … 条 ), 令 Van SVa U (os) Ca! E y, Ear 
=E, ter) < 十 1, 转 工 

由 定理 14.8 保证 断 集 靶 是 正 乌 的 . 算法 的 复杂 度 为 OGm 十 
nlan) RP mon ZY 328 G 的 边 数 和 顶点 数 ， 


$145 最 f 树 


ET im LAER T 的 每 片 树叶 指定 … 个 实数 , 则 称 了 为 
带 权 的 m IA- 
定义 14.8 设 二 叉 笃 荆 有 5 片 树叶 ,分 别 带 权 为 ww 
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ww SR W CT) = Dw LC.) 28 T RAR FEP LOD 29 8F3 w 的 树叶 
v 的 层 数 . 

定义 14.9 在 所 有 带 权 为 zo west to BJ £ 片 树叶 的 二 叉 
树 中 ,其 权 最 小 的 - : 叉 树 称 为 最 优 二 叉 树 ,简称 最 优 树 - 

下 面 介绍 求 最 优 树 的 Huffman 算法 . 

给 定 实数 vor sws sw HIR ae Sa, S<: Su, 算法 的 步骤 
如 下 : 

1 连接 以 wi,w; 为 权 的 两 片 树叶 ,得 到 分 支点 带 权 为 zo, + 


wz. 

2 £F t tw wet se 中 再 取 两 个 最 小 的 权 , 连 接 它们 
对 应 的 顶点 又 得 到 新 的 分 支点 及 所 带 的 权 , 重 复 2 直到 形成 上 一 1 
个 分 支点 ,t 片 树 吐 为止. 

【[ 例 14.9】 H Huffman 算法 求 带 权 为 2,3,5,7,8 的 最 优 二 
L. 

解 ” 求 最 优 树 的 过 程 由 图 14. 14 给 出 . 


10 10 15 1 
A 3 z: 3 2 3 
tb) a) 


(a) 


El 14.14 
WT) =55. 
为 了 证 明 Huffman 算法 的 正确 性 , 先 证 下 面 定 理 . 
定理 14.11 在 带 权 为 a Ke Lew 的 所 有 最 优 树 中 ， 
定 存 在 以 权 为 wow: 的 两 顶点 mm ,ws 为 兄弟 , 且 vi,v 的 层 数 部 是 


356 


树 高 二 的 最 优 树 . 

本 定理 的 证 明 留 作 习 题 . 

定理 14. 12 (Huffman EH) i TERR wi + wa, wa 
和 zu 的 最 优 二 叉 树 ,其 中 w Sao; eS w RE T RR 2 5 
wr T zea 的 树叶 作为 分 支点 ,使 它 带 两 个 儿子 , 带 权 分 别 为 ww 和 
rz， 记 所 得 树 为 了 , 则 了 是 带 权 为 zor zea ttt sto 的 最 优 树 . 

证 明 ”由 定理 14.11 可 知 ,存在 带 权 为 w Sw Kw 的 
最 优 树 T tor ,ws 对 应 的 顶点 mv 为 兄弟 且 它 们 的 层 数 为 树 高 
h. FEE WTO =W. S =T osv) M A ER ws 
Hw stoat sto, 的 二 叉 树 . 易 知 : 

WTO =W(T') Hw Hw, a) 
WT) =W (P> +n Hw- C2) 
ET REREH M WT OSW, TE, 
WTO>WÎ). 
这 了 矛盾 于 T ERIA wtw w» xo, 的 最 优 树 .下 

由 Huffman 定理 易 知 Huffman $E EE y. 

定理 14.13 i rr 之 2) 叉 正则 树 T 的 分 支点 数 为 z, 树 叶 数 
为 二 则 (r 一 1 一 上 一 1. 

本 定理 的 证 明 留 作 习 题 . 

由 定理 14. 13, 可 以 推广 Huffman 算法 . 

给 定 上 个 实数 w Ku Ke Kw RBU witwat yw 的 最 
优 r 丸 树 可 分 以 下 隋 种 情况 讨论 : 

(1) 车 1 一 1 二 0Cmod (r 一 1) ,说明 所 求 > 叉 树 为 目 则 树 ,可 仿 
Huffman 算法 求 出 x 叉 正 则 和 树 . 

(2) 若 上 一 1=*Cmod(r 一 1) ,1<ss<r 一 2, 说 明 所 求 树 不 是 正 
则 树 , 可 将 * 十 1 个 较 小 的 权 对 应 的 树叶 为 兄弟 , 放 在 最 高 屋 上 , 它 
们 的 父亲 带 权 为 zi 十 zz 十 … 十 zs 十 zol 然后 优 Huffman 算法 . 

【 例 14.10】 求 最 优 3 义 树 

G) 权 为 1,1,2,3.3.4,5,6,7. 
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(2) 权 为 1,1,2,3,3,4,5,6,7,8. 

解 ” 易 知 :(1) 中 权 对 应 的 最 优 3 叉 树 为 正则 的 ,《2) 中 权 对 应 
的 最 优 3 叉 树 不 是 正则 的 . 画 出 的 3 义 树 分 别 由 图 14. 15a), (b) 
给 出 . 

《a) 中 树 的 权 为 61, Cb) 中 树 的 权 为 81- 

下 面 介绍 最 优 树 的 应 用 . 

在 通信 工作 中 ,常用 二 进 制 数字 0,1 组 成 的 符号 囊 《 简 称 为 二 
元 码 ) 来 表示 数字 ,字母 ,汉字 等 ,用 长 为 7 的 二 元 码 最 多 可 表示 2 
个 符号 . 若 传输 的 符号 出 现 的 频率 不 同 ,用 等 长 的 码 子 传输 它们 就 
造成 浪费 ,因而 想 办 法 利用 不 等 长 的 码 子 来 传输 . 


B 14.15 

定义 14.10 ËL 8= oaa, 为 长 为 n WRAS RTE a, 
ma, "aan ta, PFE 8 REN 1.2... n—1 的 前 缀 - 设 B= 
1p Bast Ba , 若 对 于 任意 的 ,EB,i 隆 j1B. 与 8 互 不 为 前 
L. MJ SK B 为 前 缀 码 , 若 8, 中 只 出 现 0 与 1, 则 称 B 为 二 元 前 缀 
B. 

10,10,110,1111), {1,01, 001, 000) 44 2 B 884 (1.11, 
101,001 ,0011) 等 不 是 前 级 码 . 

用 二 又 树 可 以 产生 前 组 码 - 

定理 14. 14 一 标 二 叉 树 可 以 产生 一 个 前 缀 码 . 
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证 明 EROH T. T Tí £ Fr Bi nt. 对 于 工 的 任意 
的 分 支点 we, 若 o. 有 有 -个 儿子 o, 将 w 引出 的 唯一 的 一 条 边 <<o-， 
v> $R E 0 或 1. Æ o=, 有 两 个 儿子 wo 县 TE >, 的 左边 ,; 则 
EA Kunn > Et o, <o,,u,2> Ej 1. 从 树 根 vo 到 每 片 树叶 的 
通路 上 所 标的 数字 组 成 一 个 二 元 的 符号 串 记 在 该 片 树叶 处 。 于 是 
得 到 * PTE Abeo B E B={81,B,,-…,B.}; 则 B ARTA 
码 . 这 是 因为 第 i 片 树叶 处 的 符号 串 B, 的 前 级 均 在 从 树 根 o, 到 
的 通路 上 ,所 以 任意 启 ,8,E B, 8 与, 互 不 为 前 级 , 即 B= (8, , 
Rp BIB. F 

it 一 棵 二 叉 正则 树 可 以 产生 唯一 的 一 个 前 级 码 . 

图 14. 16Ca) 所 示 二 叉 树 ( 非 正 则 ) 产 生 的 前 级 码 为 (00,0100， 
0101,0111,10,11). 而 (b) 所 示 二 叉 树 (正则 的 ) 产 生 的 前 缀 码 为 
{0000,0001,001,010,011,10,11). 


(a) b) 
图 14.16 

如 果 在 通信 工作 中 用 前 组 码 传输 符号 ,希望 所 用 一 进 制 数 字 
越 少 越 好 ,于 是 就 用 最 优 树 产生 的 前 缀 码 , 称 这 样 的 前 级 码 为 最 佳 
前 缀 码 . 具体 做 法 如 下 : 

设 在 通信 工作 中 ,符号 ArAnA 出 现 的 频率 分 别 为 pi， 
Prope 求 传输 它们 的 最 佳 前 级 码 的 过 程 如 下 ， 

没 ao, 100p = 1, 2, F, YS $D Wk: v Sus Lo Lw 用 
Huffman 算法 求 最 优 树 了 ,所 得 的 前 缀 码 16, s Aat PB,} 为 最 佳 前 
缀 码 ,W(T) 为 传输 100 个 按 给 定 频 率 所 出 现 的 符号 所 用 的 二 进 
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制 数字 的 个 数 . 
【 例 14.11】 在 通信 中 ,八进制 数字 0,1,2,…,7 出 现 的 频率 


为 : 
9 : 30% 1 : 20% 
2:15% 3:10% 
4:10% 5:5% 
6:5% 7:5% 


REE RENA ie et 10 aD 4 Tk Br Aa E 
BUER E H; FE ERME E AA E 8 22 JL? 

这 里 所 说 < 等 长 传输 法 ”是 指 用 000 fẹ 0,001 传 1,…,111 传 
7. 

解 o= 1005, —0,1,2.-- 17; 按 愉 小 到 大 顺序 为 5 所 5 所 5 
之 10 太 10 坟 15 志 20 坟 30, 所 对 应 的 最 优 树 为 图 14. 17 所 示 - 


图 14-17 
八进制 数字 对 应 的 前 缀 码 为 
o- -一 01 l- —11 
2 一 一 001 3 一 一 100 
4——101 5 0001 


6 一 一 00001 7—— 00000 
W(T) 二 275, 说 明 传输 100 个 八 进 数字 用 275 个 二 进 制 数 
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字 , 所 以 传输 10" 个 用 275 x 10": = 2. 75> 10" 个 二 进 制 数字 . 而 
用 “等 长 的 码 子 ” 传 10" 个 八进制 数字 用 3 x 16" 个 二 进 制 数字 ,所 
以 提高 效率 为 


3X10" 一 2.75X10" y 
3x10 ~8%. 


还 应 该 措 出 ,所 求 的 最 优 树 可 能 不 只 - - 标 ,但 它们 的 权 是 相等 
的 . 


$14.6 货 郎 担 问题 


设 有 # 个 城市 ,城市 之 疗 均 有 道路 ,一 个 旅行 商 从 某 城市 出 
发 ,经 过 其 余 x--1 个 城市 -次 且 仅 一 次 ,最 后 同 到 出 发 的 城市 ,他 
如 何 走 才 能 使 他 所 走 的 路 程 最 短 ? 这 就 是 著名 的 旅行 商 问题 或 货 
郎 担 问 题 . 这 个 问题 可 以 化 归 如 下 的 图 沦 癌 题 . 

设 G=<V,E.W 之 是 n 阶 完全 带 权 赂 ,各 边 的 权 非 负 , 是 有 
的 边 的 权 可 以 是 mo. R G 中 最 短 的 哈密 尔 屯 同 路 的 问题 就 是 货 郭 
担 问题 . 

在 完全 带 权 图 K, 中 ,共有 ?21 条 不 同 的 哈密 尔 顿 二 路 , 当 只 考 


虚 所 含 边 的 同 蜡 ,而 不 考 虑 通过 顺序 及 始点 (终点 ) 时 ,还 有 二 (e 一 
1)1 种 不 同 的 哈密 尔 顿 回路 . if 部 担 问 题 来 说 还 要 计算 各 条 回 路 
的 长 度 ,然后 还 要 进行 比较 ,这 种 问题 的 计算 量 基 相当 大 的 , 它 同 
前 儿 节 讲 的 问题 有 本 质 的 区 别 . 例如 最 短路 问题 ,关键 路 径 问 是 、 
员 小 生成 全 等 问题 .它们 的 共同 特点 是 计算 复杂 
TA n 和 边 数 m 的 多 项 式 函 数 ,这 类 问题 统称 
汉 ( 或 好 算法 ) 的 问题 . 而 货 郎 提问 题 以 及 与 它 在 算 
法 上 等 价 的 中 所 爹 仿 没有 找到 有 效 的 算法 ,也 没有 证 明 没有 有 效 
FRO. 于 是 人 们 就 点 寻找 近似 算法 ,在 本 节 给 出 货 郎 扣 问 题 的 三 


0. 基于 和 曾 法 及 站 题 的 分 类 请 参阅 计算 复杂 性 理论 . 
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种 近似 算法 . 

1. 最 邻近 法 

R G= <V ,E.W > J n (nZ 3) Et X E] ë 2 TF FZ ES , #ç E BW 53 
权 均 为 正 数 . 求 从 某 项 点 出 发 的 哈密 尔 顿 回路 作为 最 得 哈密 尔 顿 
路 的 近 伺 解 的 算法 的 大 体 步 紧 如 下 : 

HE 上 m 作 为 始点 - 

L 先 访问 o, :形成 初始 路 径 Pi Sv,- 

2 车 已 访问 完了 第 (En 一 1 个 该 点 ,形成 了 路 径 Pio, 
an rogo FAA E DUS mw 应 该 是 了 一 teayroa ou, BES u, 
最 近 的 顶点 - 

3 当 访 问 完 台 中 所 有 顶点 后 ,形成 路 径 P, = vo, n0, 得 
EE C =u, u, u, v BID G 中 一 — RIRE But 141 B8 È fE 9 PERSH 
题 的 近似 解 . 

由 于 算法 的 每 一 步 都 是 寻找 离 当 前 访问 的 顶点 最 近 的 顶点 ， 
因而 称 此 种 算法 为 最 邻近 法 . 此 算法 的 复杂 度 为 Ow?),n 为 CG 的 
顶点 数 . 

最 邻近 法 的 性 能 并 不 好 ,用 这 种 方法 走出 的 哈密 水 顿 回 路 可 
以 是 最 优 解 ( 即 最 短 的 哈密 尔 顿 问 路 ), 也 可 能 志 出 最 坏 的 解 ( 即 最 
长 的 蛤 窗 尔 顿 回路 ). 请 看 下 例 . 

5 例 14. 12〗 用 最 邻近 法 求 图 14. 18 所 示 完 爹 带 权 图 Ks 中 
的 哈密 尔 顿 回路 (从 不 同 的 顶点 出 发 ) 


[B| 


Ël 


可 


362 


解 由 十 n=5, 所 以 图 中 存 作 尝 =12 £ 7R A e s R o El 
路 ,经 过 计算 得 知 ,图 中 最 优 解 (如 abrdea 各 adebea 等 ) 的 权 均 为 
36. 面 最 坏 的 解 ( 如 abdeca 和 aceóda 等 ) 的 权 为 48. 

下 面 用 邻近 法 求 始 十 各 顶点 的 哈密 尔 顿 回路 . 始 于 a 的 有 4 


adebca , 权 为 425 

oedecra, 权 为 115 

acbdca FLH 41; 

atbderas 权 为 48( 最 雨情 况 ). 
HFHH? 条: 

euectep, 权 为 36( 最 好 的 情况 )， 

badecb ILH 43. 
始 于 < 的 有 2 条 : 

cdabec * 权 为 435 

cdaebec, 权 为 36( 最 好 情况 ). 
KTF d BJ 48 2 # 

dabecd FLH 435; 

daebed, 权 为 36( 最 好 情况 ). 
始 于 e 的 有 2 条 : 

cabdlee: 权 为 42r 

eaqdbce: 术 为 42. 

从 本 倒 可 以 看 出 ,最 邻近 法 所 求 近似 解 与 始点 有 关 . 男 外 还 可 
以 看 出 这 个 算法 可 以 走出 最 坏 的 情况 ,当然 也 可 以 走出 最 优 解 . 最 
邻近 法 的 性 能 由 下 面 定理 给 出 - 

定理 14. 15 B G=—=<V,E,WZ E z 阶 完全 带 权 图 ,各 边 带 
的 权 均 为 正 , 并 且 对 于 任意 的 如 ,vivUrEV la Corsu). Cort) yp 
zi) 带 的 权 to ston rwa t E Z RER o E 


zo, FW aE W r 


则 
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d 
F<4 Mogn), 


其 中 ,d, E G 中 最 短 哈 密 尔 顿 回路 的 权 , 而 d 是 用 最 邻近 法 走出 
的 哈密 尔 转 回路 的 权 . 

本 定理 的 证 明 较 长 ,此 处 略 去 - 

从 定理 14.15 订 以 看 出 ,最 邻近 法 的 性 能 不 算 好 . 

2. 最 小 生成 树 法 

设 G=<V.E,W D> 8 naD Br 615 9 2 Fi Ë] ER v 
wEV u so ÉJI zw 人 >0, 且 对 任意 的 wweET， 

Way FW pE W 
用 最 小 生成 树 法 求 G 中 最 优 解 的 近似 算法 如 下 : 

O) 求 的 一 标 最 小 生成 树 工 . 

(2) 将 了 中 各 边 均 添加 一 条 平行 边 ,树枝 e 对 应 的 平行 边 与 “ 
带 的 权 相 同 , 设 所 得 图 为 G" , WJ G; ° 为 欧 拉 图 . 

D RG 中 从 某 顶 点 出 发 的 -- 条 了 欧 拉 回路 E。。 

Ca) 在 G 中 按照 下 面 方法 求 从 顶点 "出 发 的 哈密 尔 顿 回路 . 
从 vw 出 发 党 E, 访问 CG* 中 各 顶点 ,其 原则 是 :在 未 访问 完 所 有 项 点 
之 前 ,一 但 出 现 重复 出 现 购 顶点 就 跳 过 它 走 到 下 个 顶点 , 称 这 种 
方法 为 “ 抄 近 路 法 ”. 直到 访问 党 所 有 项 点 为 止 , 最 后 走出 G 的 一 
条 了 哈密 尔 顿 回路 H. A, 作为 G 的 最 优 解 的 近似 解 - 

本 算法 所 米 五 .是 G 的 哈密 水 顿 回 路 尾 恕 然 的 . 计算 复杂 度 
A OHP n J C 的 阶 数 . 


〖 例 | 14. 13】 用 最 小 生成 树 法 求 图 14.18 PT 5 ft = 的 货 
郎 拍 问 题 的 近似 解 . 

A Cl 求 最 小 牛 成 树 工 (图 14. 19 中 实 边 所 示 的 图 ,未 加 平 
行 边 之 前 ). 

(2) 将 工 中 各 边 且 平行 边 ( 图 14. 19 中 实 边 所 示 的 图 ). 


《3) JA b 出 发 的 欧 拉 回路 有 4 条, 分别 记 为 Eras Esar Enas 
E, :相应 的 哈密 尔 顿 回路 记 为 Hoo Hozo Hass Heo. 
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此 ， 


图 ,各 边 的 权 均 大 于 0, 任意 的 ,vywiEV, 边 (vsv 
Coma) WR E RER w Hwa Swa d, JE G d 


图 14.19 

Es = bcbaeadaby Han =bcaedh, W H1) =141; 
Es 2=bcbadaeab, Ha: = bcadeb,W (H,a) = 425 
Es = baeadabch, Hs, = baedcb, W (H, 3)= 36; 
Es = badaeabcb, Hs a =badech, W1 Hi) =43; 
JA C Hi 3 BS EK BES 2 条 : 

E.n = cbacadabe FF. =cbaede WCH.) =36; 
Es —cbadaeabc , I 2 `cbadec,W CI, = 48. 


从 本 例 可 看 出 最 小 生成 树 法 比 最 邻近 法 性 能 好 . 事实 也 是 如 


BL FB a FE, 


定理 14.16 W G= <V,E,WD> 3 naD AEAEE 


D, pt), 


PF 最 短 哈密 


ACER LES WJ, HT 是 用 最 小 生成 树 法 走出 的 C 的 哈密 尔 顿 回路 ， 


HIA a , WJ 


复 边 后 所 得 欧 拉 图 ,E 是 G* H 
出 的 G 中 的 哈密 尔 顿 回路 , 见 


由 于 


a 
go 


证 明 7 E G 中 的 一 棵 最 小 生成 树 ,C' ET 各 树枝 加 重 
一 条 欧 拉 回路 ,万 是 按 抄 近 路 法 起 
WUD=d. 易 知 


W<(E)y=2W(<CT). 


F G 中 边 的 权 满 足 三 角 不 等 式 , 所 以 
W(JID=d4=<W(E). 


《17 


P T” ÆG 中 最 短 喻 密 尔 顿 里 路 Ho 删除 任何 - -条 边 后 所 得 到 的 C 
的 生成 树 ,出 

WT EWT) <da G) 
H1), (2), (350 


d<zd Mc 1 


3. 最 小 权 匹 配 法 

设 G= <V ,E,W 祖 为 n(n 之 3) 阶 带 权 图 ,各 边 所 带 权 均 为 正 
且 满 足 三 角 不 等 式 . 用 最 小 权 匹 配 法 求 C 中 最 短 哈 密 尔 顿 回路 的 
近似 解 的 算法 如 下 : 

(DD R G 的 一 棵 最 小 生成 树 T. : 

D 设 了 中 奇 度 顶 点 的 集合 为 V = {mvua , 求 V' 的 导 
出 子 图 CLV 一 玉 xs 中 带 权 最 小 的 完美 匹配 ,将 得 到 的 上 条 边 加 到 
工 ,得 欧 拉 图 G. 

D 在 G* 中 求 从 某 顶 点 "出 发 的 一 条 欧 拉 回路 Ev 

(4) 在 台中 ,从 = 出 发 : 沿 五 .中 边 按 抄 近 路 法 走出 哈密 尔 顿 
回路 H.. 

以 上 算法 的 复杂 度 为 OCn ,rn 为 G 的 阶 数 . 

K#J 14.14) 用 最 小 权 匹 配 法 求 图 14. 18 所 示 图 始 于 a 和 如 
的 货 训 担 问 题 的 近似 解 . 

解 

D G 的 最 小 生成 树 工 为 图 14. 20(a) 所 示 . 

D T 中 奇 度 项 点 集合 V = (a,c,d e). GLV']28E8 14. 20(b) 
所 示 . 最 小 权 完 美 匹配 M= {Cc,4), (ae)} ,将 M 中 的 边 加 到 了 
上 所 得 欧 拉 图 C 为 图 中 人 ec) 斯 示 . (c 中 国 在 G 中 为 Cd) 中 实 线 连 
所 示 . 

(3) Le》 中 欧 拉 图 从 a 出 发 的 欧 拉 回路 有 两 条 E. E... G 中 
从 a 出 寄 的 抄 近 路 法 走出 的 哈密 尔 顿 回路 设 为 Haas Hazi 

E. a —aeadeba , Ha = aedeba W (Haa) o- 96; 
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El 14. 20 


Eas—adchaea, Ha.s= adcbea W (Hs) = 36. 
从 5 出 发 的 欧 摘 回路 只 有 一 条 : 
E, a —Bbaeadcb, , H, = baedceb,W CH,.,)= 36. 

-事实 也 如 


粗略 地 看 ,就 可 知道 最 小 权 匹 配 法 的 性 能 更 好 些 


[E] 


ie. 
定理 14.17 定理 的 条 件 同 定理 14. 16, 则 


ict, 
其 中 4 是 上 G 中 最 短 哈 密 尔 顿 回路 的 权 ,a 是 用 最 小 权 匹 配 法 得 到 
的 哈密 尔 顿 回路 的 权 . 
证 明 容易 知道 
W(T)—Wd.. a) 


现在 没 GLV'] 二 Ka 中 最 短 哈 窗 尔 顿 回路 的 权 为 do', 由 于 人 


中 满足 三 角 不 等 式 ,所 以 必 有 
d’ Sdo. 2) 
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显然 G[] 中 最 小 权 号 配 M h 62 m <S <s. 


-由 51) ,C2),(3) 知 
dł 3 
Wad += yh: 


于 是 

d -3 
a <> l 

求 货 郎 担 问题 葛 近 似 解 还 有 许多 算法 ,这 里 就 不 介绍 了 - 


习题 十 四 


L 求 图 14.21 REE E n 到 v 的 最 短路 丛 ， 


图 14.21 
2. 求 图 14. 22 所 示 带 权 图 中 o, 到 其 余 各 硕 点 的 最 短路 径 . 


14.22 


3. 求 图 14.23 所 示 的 有 向 带 权 图 中 o 到 z+ 的 最 短路 径 . 
a. RE 14. 24 所 示 PERT 图 中 各 顶点 的 最 时 完成 时 间 、 最 晚 完成 时 间 、 


缓冲 时 人 间 .并 求 关键 路 径 . 
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图 14.24 
5、 求 图 1..25 所 示 PERT 图 中 的 关键 路 径 . 


6. 证 明定 理 14.1. 
7. 证 明定 理 14.2. 
8. 求 图 14. 26 听 示 带 权 图 中 的 最 优 投 递 路 线 . 


9. 分 别 用 如 
中 的 最 小 生成 树 . 


、 破 圈 法 、 断 集 法 和 逐 纱 短 接 法 求 图 14. 27 所 示 带 权 图 


10. 证 明定 理 14.13. 

1L G). 1:1,1,2.2,3*4,5,6: 

(23 1,.1,.1,2,2,3,4.5,6,7; 

CA) 2,2,3,3,4,4,5,5.6: 
RA OORA DALE E CB St dk R DS A (2. 《3) 中 数 为 权 的 最 优 一 
XJ. 

12. 在 通 傅 中 ,a,56,-… ,出 现 的 频率 为 


a:25% 5:20% 
e:15% d:15% 
2:10% £: 5% 
g: 5% h: 5% 
求 传 输 它 们 的 最 佳 前 级 码 - 


13. 5 阶 完全 带 权 图 如 图 14. 28 WR- 

O 用 最 邻近 法 求 始 于 mw 的 各 哈密 尔 顿 网 路 ， 

《2) 用 最 小 生成 树 法 求 始 于 vsv: 的 哈密 尔 顿 回路 ; 
(3) 用 最 小 权 匹 配 法 求 始 于 vi 的 哈密 尔 顿 回路 ; 
(4) 求 货 郎 拒 问题 的 景 优 解 - 
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附录 1 符号 注释 


符号 注释 
A/R Fa s 

~B A5 BEH 
AB A 5 BRES 
A<: B AG B 
A>B AF B WJ IK 2 58 Š OLR WO 
Aj B AR| R BJ PK E EK 
A+B AR BERERE Pr 
B* F A— B 
c 复数 集合 ,简称 复数 集 
card A AREE 
e(G> El G ñ$ 88 
domR R 的 定义 域 
EO) 图 G 的 边 集 
EF! F BJ 8 
F. G F 5 G by er AK. 
FEA 天 在 4 上 的 限制 
FLA] 用 在 关系 上 下 的 象 
FAB 下 是 4 到 B 的 全 函数 (或 省 数 ) 
F.A B 下 是 4 到 BB 的 偏 函 数 
fe A' EPS STOR 
GEV] FRV 的 导出 了 图 
GTE] 边 子 集 E, 的 导出 于 图 
G—e 从 G r NE: e 
GN 收缩 边 e 
G-E 从 G 中 删除 E hH + il 
Gv 从 避 中 删除 顶点 vw 


续 表 


符号 注释 

G—v' 从 心中 删除 7 中 各 顶点 
GU {uvy EA u 与 "之 问 加 新 边 
OG: Gi 与 Gs AH 

g(G) G 的 围 长 

fa A 上 的 恒 等 关系 

Ic) G rB t 8 = 2666935 38 
K, n 阶 完全 图 

Kos 完全 二 部 图 

K... 部 图 

N 自然 数 集合 

N. ER 0 外 的 自然 数 集合 
N. nn 阶 零 图 

Nato) 

Na G G PTL v H BSD oR, 
Noo) AEE D rh > HRR 
Nol) AHR D rF o ñ 4658 
Q 有 理 数 集合 

R 实数 集合 .二 元 关系 
TR) = fJ Ë F Pi ts, 

ranR R WHEE 

s(R) 尽 的 对 称 闭 包 

了 Eco vw 的 最 早 完成 时 间 
TLD) mm 的 最 晚 完 成 时 间 

TS Cw) 的 缓冲 时 间 

£(R) R 的 传递 诏 包 

VG) 图 G 的 顶点 集 

[zx]s 并 甘于 民 的 等 价 类 

z 整数 集合 
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RE 


符号 注释 

m (G) G ys 8 6 r 

aG) G 的 边 覆 盖 集 

(G) G 的 点 独立 数 

BCG) G 的 匹配 数 (或 边 独 立 数 》 
okG) C 的 支配 数 

Th G) D +FIR S v 的 后 继 元 集 
To Go) 中 顶点 vw 的 先驱 元 集 
AG) G B KE S£ ,简称 最 大 度 
AD) 有 向 图 DHRKE 

G) G 的 最 小 度数 .简称 最小 度 
SD 有 向 图 D 59 i Jue 

67 CD) 有 向 图 D 的 最 小 出 度 

人 TCD) 有 向 图 也 的 最 小 人 度 
3(G) SEE E 

x(G) G 的 点 连通 度 

AG G 的 边 连 通 度 

m(G) 的 团 数 

EG) G RRE 

rCG) 如 的 生成 树 数 

XG) 局 的 点 色 数 ,简称 色 数 
XG) C htag 

X (GY 平面 地 图 的 面色 数 

Yar 44' 的 特征 函数 

R 实数 集 的 基数 

No 自然 数 集合 的 基数 


附录 2 名 词 与 术语 索引 


a 
El 


反对 称 二 元 关系 
友 自 反 的 二 元 关系 
无 向 图 
无 向 完全 图 
AER 
无 穷 基数 
无穷 集合 

中 序 行 遍 法 

把 函数 

匹配 

内 点 

双 射 函数 
匹配 数 

支配 集 

支配 数 
中 组 符号 法 
反 链 


平凡 树 
平凡 图 
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边 独立 集 

半 哈 密 尔 顿 图 
对 称 差 集 

对 称 的 二 元 关系 
对 侦 图 

REES 

可 简单 图 化 的 
可 数 集 

可 增 广 的 交错 路 径 
边 覆 盖 数 
HERR 


团 
扩大 路 径 法 
自 反 的 “元 关系 
自 反 闭 包 
Á IHRE 
色 多 项 式 
导出 子 图 
有 向 完全 图 
有 向 图 
关联 矩阵 
有 穷 基 数 
有 穷 集合 
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E 
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极 小 元 

极 小 边 覆 盖 集 
极 小 点 覆盖 集 
极 小 支配 集 
级 小 非 平 面 图 
RK 

极 大 匹配 

# AH 
RAAE $E 
极 大 路 径 
极 大 平面 图 
RAJEE R 


定义 6.10 
定义 13.7 
定义 13.6 
定义 7.21 
定义 4.7 
定义 2.11 
定义 7.4 
定义 9.5 
定义 6.5 


定义 2.25 
定义 13.5 
EX 13.3 
EX 13.1 
定义 11.4 
定义 2. 25 
定义 13.6 
EX 13.4 
定义 13.2 
§7.2 
定义 11.3 
定 艾 11.11 
定义 2.7 
定义 7.19 
87.1 
S9.5 
EXT. 32 
§ 2.2 
ZX 1.16 
定义 7. 23 
87.1 
87.1 
EX 2. 
定义 8. 
定义 8， 
定义 8. 
定义 2. 
定义 3. 
定义 1. 
定义 2. 
定义 3. 
定义 了， 


= m e = o > = = 
s mo 


恒 等 关系 $2.2 
空 集 定义 1.4 
连通 分 支 定义 7.21 
Estad 定义 3.1 
EERE $7.1 
树 定义 9.1 
m 
道 定义 2.8 
相对 补 定义 1.11 
绝对 补 定义 1.13 
面色 数 定义 12.4 
复杂 通路 定义 7.18 
复杂 回路 定义 7.18 
E D 9.1 
星 形 图 人 9. 1 
前 序 行 遍 法 89.5 
轮 图 定义 11.3 
标定 图 $7.1 
道 波兰 符 导 法 §9.5 
柏拉图 图 §7.1 
点 独立 集 定义 13.2 
树叶 定义 9.7 
树 根 定义 9.7 
前 弘 码 定义 14.10 
前 缀 符号 法 $9.5 
哈密 尔 顿 通路 定义 8.2 
哈密 尔 顿 回路 定义 8.2 
洽 密 尔 顿 图 定义 8.2 
点 割 集 定义 7,25 
定义 7.6 
定义 13.3 
定义 13. 3 
定义 7.26 
ATE 定义 1.3 
真 包含 关系 82.2 
真子 图 定义 7.11 
FRE 定理 1.3 
弱 连 通 图 定理 ?7. 32 
积 图 定义 7.17 
ža 定义 7.15 
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ERR 
偏 序 关系 


f 8 s 


第 -类 Stirling 数 
最 小 元 
最 小 支配 集 

最 小 点 葵 盖 集 
最 小 边 村 盖 集 
最 小 生成 树 


mis 

最 早 完 成 时 间 
最 优 树 
缓冲 时 间 
等 价 关 系 
等 价 闭 包 

等 价 类 
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定义 1.17 
定义 1.17 
定义 2.16 
定义 9.6 
定义 ?7.18 
§5.3 

定义 3.7 


定义 7.18 
82.7 

定义 2.25 
定义 13.1 
定义 13.3 
定义 13.5 
定义 14.6 
定义 2. 25 
定义 13.2 
定义 13.4 
定义 13.6 
定义 7.26 
定义 14.3 
AE X 14.9 
定义 14.5 
WA 2.14 
82.7 

SE 92 2.15 


满 射 的 

其 它 

ARIT B 

人 绝对 优势 二 五 

G, 与 G; 是 不 交角 

G, 与 G, 是 边 不 重 的 

-正则 图 

-HEE 

入 连通 图 

nn 锥 卡 氏 积 

z 元 闫 系 

r Bb 

r LEN 

r 叉 完 全 正则 树 

> PE Hl 

r LERNATA 

r 丸 完全 正则 有 序 树 

部 图 
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